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Losung 23

1. Aufgabe

Da f(—z,—y) = f(x,y), ist mit jedem kritischen Punkt (x,y) auch (—z,—y) ein kritischer Punkt derselben
Art. Der Gradient von f ist

Vi(z,y) = 2(we™ " — 8z, ye” +V — 4y)

mit Nullstellen bei (x,y) € {(0,0), (0, £+/210g 2), (++/31og 2,0)}. Die Funktionswerte dort sind f(0,0) = 1,
f(0,£4/2Tog2) =4 — 8log2 und f(++/3log2,0) =8 — 241og 2. Die Hesse-Matrix von f lautet

1+ 222 — 8e~ (@ +v?) 2xy )

2,2
H = 2% Y
f(l'v y) e ( 2y 1+ 2y2 — 46_(1'2+Z/2)

Speziell in den kritischen Punkten ist

H:(0,0) = 2(07 _03>,

10
H¢(0,+4/2log2) = 8( 0 410g2>’
Hy(++/310g2,0) 8( 1218g2 ? )

Im ersten Fall handelt es sich daher um ein Maximum, im zweiten um einen Sattelpunkt, im dritten um ein
Minimum. Man beachte jedoch, dass beide Extrema nur lokal sind, da f weder nach oben noch nach unten
beschrankt ist. Es gibt also weder ein globales Maximum noch ein globales Minimum.
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2. Aufgabe

Mit der Kettenregel erhalten wir

0

7 =5 (3)

8 3f ox 3f oy
0

5(

2zy + y°) 1+(x2+2xy)~1)

= 55 (4J:y+a: +y>

=dy+2z) -1+ (dz+2y)-1
=6(x +y) = 12s,

wobei wir im letzten Schnitt benutzen, dass = + y = 2s. Analog folgt

und

ﬂ_ﬁ(ﬂ.@ %.@)
otds O0t\ox 0s Oy Os
0
at(élscy—i—x +y)
=4y +2x) -1+ (4o +2y) - (—1)
=2y —x) = —4t,
0°F 0
otz _5( )
a(af 0, 0f vy
ot\odxr Ot 8y ot
0
a(?xy—ky 1+ (2? +2xy)-(—1))
0
a( 2? +y?)
=(-2z)-1+2y-(-1)
= -2z +y) =—4s.
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3. Aufgabe

(a)

Wegen 224y +2—4 =0 <= 2z = 4—2%—y? definieren wir eine Funktion g mit g(z,y) = z = 4—22—y?2. Die
zu untersuchende Fliche betrachten wir als Graph von g iiber der (z,y)-Ebene: g(1,2) = -1 = (1,2,-1)
liegt auf der Fléche.

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = g(z,y) im Punkt (1,2, —1) ist gegeben durch

z = 9(1’2) + gx(172)(x - 1) +gy(1>2)(y - 2).

Es gilt

Die Tangentialebene wird also durch
z=—1-2(x—-1)—4y—2)=9—2x—4y
gegeben, d.h. die gesuchte Tangentialebene ist
{(z,y,2) €R?| 2 =9 — 2z — 4y}.

1

Die Gleichung der Tangentialebene an die Fliche z = f(z,y) im Punkt (1,1, 5

2= fLD+ L0, D)@ =1+ f,(1, 1)y —1).

) ist gegeben durch

Es gilt:
_ vy _
fx(zvy)_m7 fx(lal)_07
_ —2xy _ 1
fy(xay) - (y2+x2)27 fy(171) - 2

Die Tangentialebene ist damit gegeben durch

{(z,y,2) eR®|2 =1~ 3y}

4. Aufgabe
(a) Durch Einsetzen von y = —x — 1 in die Gleichung F(z,y) = 0 erhalten wir die Gleichung
32° +r=x(Bx+1)=0
mit Loésungen # = 0 und # = —2. Die Schnittpunkte sind somit (z1,y1) = (0, —1) und (z2,y2) = (—%, —;)
(b) Aus Aufgabe 3a) wissen wir, dass der Punkt (0, —1) auf der Kurve gegeben durch F(z,y) = 0 liegt. Wir

bestimmen die Steigung der Tangente an die Kurve im Punkt (zg, yo) = (0, —1) mit Impliziter Differentia-
tion:
Fu(zo,y0) ~  2m0—3yo _ 3

Fy(zo,y0)  —2yo—3z9 2

Y (wo) = =

Die Gleichung der Tangente ist also die Gleichung einer Geraden mit Steigung 7%’ die durch den Punkt
(0, —1) geht, d.h.
y(z) = —gx -1
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (c¢).

Die Tangentialebene ist parallel zur (z,y)-Ebene, wenn die partiellen Ableitungen im entsprechenden Punkt
verschwinden. Mit Kettenregel folgt

fz(ajvy) = —sin (IOg (Iy

fy(z,y) = —sin (log (a:y

0= —sin (log (acy
0 = —sin (log (:Uy

Diese Gleichungen sind nach Einsetzen von (zg,yo) nur fiir (¢) erfiillt.

Diese verschwinden, falls

2. Ergebnis: (b).

Die kritischen Punkte sind die Nullstellen der ersten partiellen Ableitungen. Wir miissen also die Gleichungen
9(x% —1) = 0 und 4 — y? = 0 lésen. Somit sind die kritischen Punkte (1,2), (1,—-2), (—1,2) und (-1, —2). Um
diese zu charakterisieren, brauchen wir

D(z,y) = fea(z,y) - fyy(x7y) - (fxy(xvy))2 = —36xy.

Dann sind

>

,2)=-72<0 =  Sattelpunkt

,—2)=72>0 und f..(1,-2)=18>0 = lokales Minimum
1,2)=72>0 und fz.(—1,2)=-18<0 = lokales Maximum
1,-2)=-72<0 = Sattelpunkt.

1
1

o o

(
(
(
(

>

3. Ergebnis: (a).

Globales Extremum heisst f(x,y) < f(x0,v0) oder > f(xq,yo) fiir alle (z,y) in der ganzen (x, y)-Ebene R?. Bei
einem lokalen Extremum miissen die Ungleichungen oben nur fiir alle (x,y) in einer Umbgebung von (xg,yo)
erfiillt sein.

An einem lokalen Extremum gilt es immer, dass die beiden partiellen Ableitungen f, und f, verschwinden.
Es kann aber sein, dass wir kein lokales Extremum haben, wenn f, und f, verschwinden. Sei zum Beispiel
f(z,y) = zy. Dann gilt f,(0,0) = f,(0,0) = 0 aber (0,0) ist ein Sattelpunkt.
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4. Ergebnis: (c).

Wir setzen zuerst 9”::-’12 = —2. Da y # 4 koénnen wir folgendes schreiben:

2 +y? = -2(y —4)
= 22+ 4+2y=38
= 2+ (y+1)?-1=8
= 22+ (y+1)*=09.

Dies ist ein Kreis mit Radius 3 und Mittelpunkt (0, —1).
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