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Losung 25

1. Aufgabe

Zuerst iiberlegen wir uns, wie der eingeschlossene Korper aussieht. Am einfachsten ist es, sich zu iiberlegen, wo
die Ebene z = 1 — 2 — y die drei Koordinatenachsen schneidet, d.h. welche Punkte der Form (z,0,0), (0,y,0)
und (0,0, z) auf der Ebene z = 1 — 2 — y liegen. Wir finden durch Einsetzen die Schnittpunkte (1,0, 0), (0,1,0)
und (0,0, 1). Der Kérper K sieht also wie folgt aus:

Somit kann K durch
{(Ly,z)GRS|0§x§1,0§y§l—x,nggl—x—y}

beschrieben werden. Das Volumen ist also gleich

1 1—x l—xz—y 1 1—x
/// 1dV:// / 1dzdydx:// (1—z—y)dyde
K 0o Jo 0 o Jo
! 1

=/ (1~ — 501~ 2)?) do =

0

| =
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2. Aufgabe

Es handelt sich hier um eine Extremwertaufgabe unter Nebenbedingung. Wir suchen die Extrema (hier das
Minimum) der Funktion f, welche den Abstand eines Punktes P in R? vom Nullpunkt beschreibt. Die Neben-
bedingung ¢, die erfiillt sein muss, besagt, dass der Punkt P auf der Ebene E liegen muss. Der Abstand eines
Punktes P = (z,y, 2) € R® vom Ursprung (0,0,0) ist f(z,y,2) = /22 + y2? + 22. Die Nebenbedingung, die P
erfiillen muss, ist ¢(z,y,2) =z +y+22—-6=0 (Ebenenglelchung) Die Hilfsfunktion ist also

F(z,y,2,A) = f(#,y,2) + (2,9, 2) = Va2 +y? + 22 + Mz +y + 22 — 6).

Wir bilden die partiellen Ableitungen 1. Ordnung und setzen sie gleich Null

X

O F(2,y,2,\) = ——t 4 A=0
Va2 +y? + 22
Y
OyF (z,y,2,\) = —————=+21=0
(2, y ) PRt 2
O F(2,y,2,\) = ——" 1 2X=0

/.’E2 + y2 + 22
ONF(z,y,z2,\)=x+y+22—6=0.
Zuerst versuchen wir, A zu eliminieren. Die 1. Gleichung nach A aufgelost ergibt
x

Va2 + 22

was wir in die 2. und 3. Gleichung einsetzen. Wir erhalten

A= —

2
Y T und z T

\/x2+y2+z2:\/x2+y2+22 \/x2+y2+z2:\/x2+y2+z2'

Daraus folgt direkt y = x und z = 2x. Diese y und z setzen wir in die 4. Gleichung ein und bekommen
r4+y+22—6=6x—-6=0 == =1

Folglich ist auch y = 1 und z = 2. Das gesuchte Extremum ist demnach der Punkt (1, 1,2). Dieser besitzt den

Abstand f(1,1,2) = v/6 vom Ursprung.

3. Aufgabe

(a) Wir benutzen Polarkoordinaten und erhalten

/71'/2/ dd¢ / d_ﬂ-lr?l_ﬂ—( 1)
7'16 T = 7'6 T—2 26 0—46 .

(b) (Optional)

[ s (2 avae = [ [weos ()]t = [Tweonts®)  acostatan

und weiter

/ W[—w cos(z?) + x cos(z)|dx = { - % + zsin(x) + cos(x)} . %(Sin(ﬂ'Q) — sin(47?)) + 2.

s
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Abbildung 1: Das Gebiet A.

4. Aufgabe
Das Gebiet D ist ein Rechteck. Fiir das Integral erhalten wir
T /2 T /2
// sin(x + y) dy dx = / / sin(x + y) dy dx = / —cos(x +y)| dx
D /2 J0 /2 0
= / (= cos(z + 7/2) + cos(x)) dzx
w/2
= / (sin(z) 4 cos(x)) dz = — cos(x) + sin(x) W/Q =0.

/2

e
N

Abbildung 2: Das Gebiet D.
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Multiple Choice

1. Ergebnis: (g).
Mit Schnittpunkt der Diagonalen als Ursprung ergibt wegen der Vorraussetzungen p(x,y) = c¢- (22 +y?), c € R

und p(a,a) = 1. Damit rechnen wir die Konstante ¢ aus: p(a,a) = 1 = c¢(a? + a?) = ¢ - 2a. Damit ergibt sich
2 2
p(z,y) = L4~ Die Platte ist ein Quadrat {(z,y)| —a <z < a,—a <y < a}, also

o= [ Zof e e [ (509

Platte —aJ—a 2 3 r=—a
(e e\ 2 (et aty
a2<3 + 3> a2(3+3>3a'

Und dies ist genau die Masse — analog wie im Fall eines Volumentintegrals.

a

dy

y=—a

2. Ergebnis: (c).

Das Integral ist gleich

1 z 2 x+z
/ / / r+y+zdydrdz = / / {xy—i—yQ—&-zy} dxdz
1J0 T—2z

1 rz 2 _ _ )2
/ 2xz + (@ +2) (z-2) +222dxdz
0

3. Ergebnis: (c).

Die Gleichung der Funktion ¢ fiir die Nebenbedingung lautet ¢(z,y) = 22 + y? — 1. Mit Hilfe von Lagrange-
Multiplikatoren wissen wir, dass die Extrema allenfalls unter den Losungen eines Gleichungssystems auftauchen,
d.h. hier, falls (z,y) ein Extremum ist, muss es auch Losung der drei Gleichungen

204+ X2 =0, 2+X2y=0, 22+y*=1

sein. Die erste Gleichung ist erfiillt fiir z = 0 oder A = —1. Fiir x = 0 ergibt die dritte Gleichung 3? = 1, also
y = £1. Fir A = —1 liefert die zweite Gleichung y = 1 und dies eingesetzt in der dritten x = 0. Wir wissen
aber nicht, ob es sich tatséchlich, bei (0,1) und (0, —1) um Extrema handelt.
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4. Ergebnis: (b).

Sei V ={(z,y,2) €ER3 |22 +4y><1,2>0,y>0,0<z<1}. Un das Integral

/// yz2dx dy dz
%

zu bestimmen, definieren wir zuerst D = {(z,y) € R? | 22 + y?> < 1 und z,y > 0} und berechnen

1
// yd:vdy:/ /rsin(cp)'rdrdgo
D o Jo
3 1

=/2 Tsin(w)} dy
0 3 0

Das heisst, dass

1 1 p1—y?
/// yzzdxdydz:/ / / yz2da dy dz
1% o Jo Jo
1
:/ [// ydxdy] 22dz
0 D
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