D-INFK Prof. Josef Teichmann
FS 2023 David Martins

Wahrscheinlichkeit & Statistik

Quiz 10

Onlineabgabe vor Beginn der Ubungsstunde

Dieser Quiz beschiftigt sich mit dem zentralen Grenzwertsatz und Ungleichungen. Die Ubungen
mit (*) markiert sind fakultativ.

Weitere Informationen und Instruktionen zur Abgabe unter
https://metaphor.ethz.ch/x/2023/fs/401-0614-00L/

1. Sei X ~ Bin(n, 1), wobei n € N gross ist. Welche dieser Annéherungen stimmt?
(a) X "R N(n/2,n/4)
Richtig!
(b) X X7 Poi(n/2)
Leider nicht.
(c) X "PE™ p/2
Leider nicht.

Es gilt X 4 > r_y Yk, wobei Y1, ..., Y} unabhéngig und identisch verteilt sind mit Y;, ~ Ber(1/2).
Aus dem Zentralen Grenzwertsatz erhalten wir, dass

7 .= Zk_i/gc/; n/2 approx. N(O, 1)

Da X < 4Z + % konnen wir schreiben X R N(n/2,n/4).
2. Sei X ~ Bin(n, 2%), wobei n € N gross ist. Welche dieser Annédherungen stimmt?
(a) X "R N(1/2,1/4)
Leider nicht.
(b) X PR Poi(1/2)
Richtig]!

approx.

(©) X 1/2
Leider nicht.

Dies ist das Beispiel von s.42 im Skript von M. Schweizer.
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3. Sei X ~ N(0,0?). Was ist E[exp(AX)] fiir A € R?
(a) exp(o})
Leider nicht.
(b) exp(20)
Leider nicht.
(c) exp(c®A?/2)
Richtig!
(d) exp(c®A?)

Leider nicht.

Es gilt
1 x?
Elexp(AX)] = / Ton exp ()\m - M)dac
24)2
— 602)\2/2/ 1 exp (Z'—O' A) dr = 60'2>\2/27
V2or 202
denn \/%7 exp( (z;‘;?)z) ist die Dichte der Verteilung N'(o2)\, 02).

4. Sei X > 0 eine Zufallsvariable mit E[X] = pu. Welche der folgenden Ungleichungen gilt?
(a) PIX << fire>0.
Leider nicht.
(b) P[X <] <& fiir ¢ > 0.
Leider nicht.
(c) P[X >c < fiire>0.
Leider nicht.
(d) P[X > <& fiir ¢ > 0.
Richtig]!

Es gilt
E[X] = E[Xl{X<C} +X1{XZC}] > O—I—CP[X > C],

sodass P[X > ¢] < E[X]/c = p/c. Dies ist die Markow-Ungleichung (manchmal auch Chebyshev-
Ungleichung genannt).
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5. Welchen der folgenden Schranken gelten fiir X ~ N(0,02%)?
(Mehrere richtige Antworten mdglich.)

2

(a) PIX >z <% fiir x> 0.
Richtig!

(b) P[X >a] < % fiir z > 0.
Leider nicht.

(¢) P[X >a]<e” /27 fiir x> 0.
Richtig!

(d) PX>z< 20" =2) fiir ¢ > 0.
Richtig!

(a) folgt aus der Chebyshev-Ungleichung, und (c¢) und (d) folgen aus der Markov-Ungleichung (Frage
4) bzw. mit Y = exp(X) und Y = exp(2X). Generell haben wir

exp(a2)?/2)

P[X > z] = Plexp(AX) < exp(A\z)] < exp(A\z)

= exp(a2\?/2 — \z)

far A > 0.
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