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Aufgabe 2.1 [Fast sicher]
Sei (Q, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und sei (B;)$2, eine Folge von fast sicher eintretenden
Ereignissen, d.h. P[B;] = 1,Vi > 1. Zeige, dass

P[ﬁBi]:L

d.h. fast sicher treten alle (unendlich vielen) Ereignisse ein.

Losung 2.1
Aufgrund der De-Morgan Regel (Aufgabe 1.3 (a)) gilt
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Mithilfe des Union-Bound erhalten wir
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da die Ereignisse B; fast sicher eintreten. Durch Einsetzen in die erste Gleichung erhalten wir
P[N;2, B;] > 1 und somit das gewiinschte Resultat, da P2, B;] < P[Q] = 1.
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Aufgabe 2.2 [Bedingte Wahrscheinlichkeiten: Federer vs. Nadal]

Wir analysieren einen Tennismatch von Roger Federer gegen Rafael Nadal. Der Match wird nach
der Regel ,,best of 3“ gespielt; Sieger ist also, wer zuerst zwei Sétze gewinnt (es werden also maximal
3 Sétze gespielt). Wir nehmen an, dass Federer jeden einzelnen Satz — unabhéngig von den anderen —
mit Wahrscheinlichkeit p = 1/3 gewinnt. Mit A bezeichnen wir das Ereignis, dass Federer den ersten
Satz gewinnt, und B bezeichne das Ereignis, dass Federer den Match (also zwei Sétze) gewinnt.

(a) Driicke AUB, AN B, AN B¢ und A\ B in Worten aus. Berechne die bedingten Wahrschein-
lichkeiten P[B€|A], P[B|A] und P[B|A].
(b) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass Federer den Match gewinnt.

(¢) Berechne die bedingten Wahrscheinlichkeiten P[A|B] und P[A|B€] mit Hilfe des Satzes von
Bayes.

Losung 2.2

(a) AU B =  Federer gewinnt den ersten Satz oder gewinnt den Match.*
A°N B = ,Federer verliert den ersten Satz und gewinnt den Match.
AN B¢ = A\ B = ,Federer gewinnt den ersten Satz und verliert den Match.“

Zur Berechnung der bedingten Wahrscheinlichkeiten fithren wir zusétzlich die Ereignisse S; =
,Federer gewinnt den i-ten Satz“, i = 1,2, 3, ein. Aus der Aufgabenstellung geht hervor, dass
P[S;] = %, 1 =1,2,3, und dass S1, 52, S3 unabhéngig sind. Somit gilt

PB°NA] _ P[S1 N S5N S5] unabh. P[S1]PIS5]P[SS]

P[B| A] = =
B = T P[S.] P(5.)
2 2 4
= PSSIP[SS] === ==
[sslPlss] =22 =,
PIB|A] = 1-PB*|A]=",
]P)[B n AC] P[S‘l: n SQ N S3] Unabh. 11 1
PB| Al = = = "P[S|P[S3] === = —.
(b) Wir berechnen P[B] mit dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit:
5 1 1 2 7
P[B] = P[B|A]P[A] + P|B|A|P[A ]| = = - = 4+ = - = = —.
[B] = P{BIA] B[] + P[BIATPIA] = 0 2452 = o
Alternativ konnen wir B schreiben als
B=(5NS)U(S1NSsNS3)U(SfNSaNSs3)
und erhalten dann mit Unabhangigkeit
P[B] = P[S; N S2] + P[S; N SS N S3] + PSS NS N Ss]
= P[S1]P[S2] + P[S1]P[S5|P[Ss] + P[ST|P[S2]P[S5]
1tz 21
33 333 333
_ 7
27
(¢c) A|B = ,Federer hat den ersten Satz gewonnen, gegeben, dass er den Match gewonnen hat .
A|B¢ = _Federer hat den ersten Satz gewonnen, gegeben, dass er den Match verloren hat .
P[A|B] und P[A|B€] berechnen wir mit dem Satz von Bayes:
PB|AIP[4] 5.1 2 P[BIAIP[A] 3% 5 1
H‘D[A|B]: [‘] []:973:%:§7 P[A|Bc]: [ ‘]c[]:9203:%:7‘
P[B] 55 3 7 P[B¢] 5 % 5
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Aufgabe 2.3 [0-Algebren & Zufallsvariablen)]
Bei einem Zufallsexperiment werden ein griiner und ein blauer Wiirfel gleichzeitig geworfen. Wir
wihlen den Grundraum € = {1,...,6}2. Wir betrachten zwei verschiedene o-Algebren:

F :=P(Q)
‘Fsym = {A cQ: V(wl,LUz) S Q, (wl,wQ) €A <= (wg,wl) S A}
Die o-Algebra F enthélt alle Teilmengen von 2. In diesem Fall kénnen wir also jedes Ergebnis des
Zufallsexperiments beobachten, z.B. dass der blaue Wiirfel die Augenzahl 3 zeigt und der griine
Wiirfel die Augenzahl 5. Die o-Algebra Fgy,, enthalt nur symmetrische Teilmengen von Q (mit
Blick auf das Vertauschen der beiden Wiirfel). In diesem Fall kénnen wir uns vorstellen, dass wir
eine Brille tragen, die es uns nicht erlaubt, die Farben der Wiirfel zu erkennen. Wir kénnen also
beispielsweise beobachten, dass ein Wiirfel die Augenzahl 3 zeigt und der andere die Augenzahl 5,
aber nicht dass der Wiirfel mit der Augenzahl 3 blau ist.
(a) Zeige, dass Fgym eine o-Algebra ist.
Hinweis: Uberpriife hierzu, dass die drei Eigenschaften aus der Definition erfillt sind.

(b) Wir betrachten zwei Teilmengen von :

A := FEin Wiirfel zeigt die Augenzahl 3 «
B := ,Der blaue Wiirfel zeigt die Augenzahl 3 “.

Zeige, dass A € Fyym, aber B ¢ Fym,.

(¢) Wir betrachten die Abbildungen

Q R

X - »Augenzahl des blauen Wiirfels“
(Wi,w2) = wi
Q R

S - »2Augensumme der beiden Wiirfel*
(w1, w2) > wi+wy

Zeige, dass X keine Zufallsvariable auf (2, Fyp,) ist.
Zeige, dass S eine Zufallsvariable auf (2, Fgyp,) ist.

Losung 2.3
(a) Wir uberpriifen die Eigenschaften aus der Definition einer o-Algebra.

1. Nachdem fir alle (w1, ws2) € Q auch (wa,w1) € Q gilt, folgt direkt, dass Q € Fyym.
2. Sei nun A € Fyyy,. Somit gilt fiir jedes (wq,ws2) €

(wl,wg) €A = (wg,wl) € A7
was dquivalent ist zu
(w1,WQ) € A° — (wg,wl) c A°.
Hieraus folgt A € Foypm.
3. Seien Ay, A, ... € Foym. Fir jedes (w1,ws2) € Q gilt

A;EF,

(oJl,WQ) S U Az < di: (wl,wg) c Al =" T (w2,w1) c Al < (LL)Q,wl) € U Az
=1

i=1

und somit folgt, dass ;= A; € Fsym.
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(b) Im Folgenden steht (wy,ws) € Q fiir das Ergebnis, dass der griine Wiirfel die Augenzahl w,

(c)

zeigt und der blaue Wiirfel die Augenzahl ws. Somit ist
A={(3,i):ie{l,...,6}}U{(:,3):i € {1,...,6}}

und es gilt (wi,ws2) € A <= (w2, w1) € A fiir jedes (w1,w2) € Q, also A € Fyyp,. Weiterhin

o B={(i,3):i€{l,...,6}}

und wir stellen fest, dass (1,3) € B, aber (3,1) ¢ B. Somit gilt B ¢ Fsym.

X: Wir iiberpriifen die Definition einer Zufallsvariable und sehen, dass
{(wi,we) € V: X ((wr,w2)) <1} ={(i,1) :i € {1,...,6}} & Faym,

wobei wir analog zu (b) festgestellt haben, dass die Menge nicht in Fg,,, ist, da sie das

Ergebnis (2,1) enthélt, aber nicht das Ergebnis (1,2). Somit ist X keine Zufallsvariable
auf (Q, Fsym)-

S: Wir iberpriifen wieder die Definition einer Zufallsvariable und sehen, dass fiir a € R
{(wl,wg) eN: S(((U]_,WQ)) < a} = {(w1,w2) € Q: w1 +wa < a} € Fsym,

wobei wir genutzt haben, dass w; + wy < a <= wy + w; < a. Somit ist S eine
Zufallsvariable auf (€, Fsym ).
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Aufgabe 2.4 [Pendlerziige]

In zwei verschiedenen Pendlerziigen wurden die insgesamt 780 Pendler gefragt, ob sie an einem
bestimmten Morgen im iiberfiillten Pendlerzug einen Sitzplatz fanden oder nicht. Von den total
520 Leuten in Zug A hatten 70% einen Sitzplatz, von den 260 Leuten in Zug B jedoch nur gerade
50%. Desweiteren wurden die Pendler gefragt, ob sie mit dem Angebot der SBB im Allgemeinen
zufrieden seien oder nicht. Die folgende Tabelle beschreibt fiir jede der vier Kombinationen aus Zug
A/Zug B und Sitzplatz/kein Sitzplatz den Anteil der Pendler, die mit den SBB zufrieden sind.

Zufrieden ‘ Zug A ‘ Zug B

Sitzplatz 80% 70%
kein Sitzplatz 30% 40%

(a) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhlter Pendler keinen Sitzplatz
hatte?

(b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig ausgewéhlter Pendler im Zug A war
oder einen Sitzplatz hatte?

(¢) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhlter Pendler, welcher einen
Sitzplatz hatte, zufrieden ist mit den SBB?

(d) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass ein zuféllig ausgewéhlter Pendler nicht zufrieden
ist mit den SBB.

Losung 2.4
Wir definieren folgende Ereignisse:
A = {Pendler ist im Zug A}, B = {Pendler ist im Zug B},
S = {Pendler hat einen Sitzplatz}, Z = {Pendler ist mit den SBB zufrieden}.
(a)
P[S] = P[S°NA]+P[S°N B
= P[S°| AJP[A] + P[S° | B]P[B]
2 1 11
= 0.3~§+0.5~g—%.
(b)
P[AUS] = P[A]+P[S]-P[ANS]
= P[A] + P[S] — P[S | A]P[4]
2 11 2 20 19 14 5
= Zy(1-)or i D02
3 ( 30) 3730 30 30 6
. . . C P[ZNS]
(¢) Gesucht ist P[Z | S]. Nach Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt P[Z | S] = P

wobei P[S] aus (a) bekannt ist und
PZNnS] = PZNSNA+PZNnSnNB|
= P[Z|SNAPSNA+P[Z]|SNBPSNB|
= P[Z|SNAPS| AP[A]+P[Z| SN BJP[S | B]P[B]
2 1
= 0.8~0.7~§+0.7-0.5-§
112 35 147

300 7300 ~ 300°
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Somit gilt P[Z | §] = 14739 — 147/190.

19/30
(d)

P[z¢] = P[Z°NA]+P[Z°N B|
= PZNANS|+PZNANSI|+PZ°NBNS]+P[Z°NBNS
= P[Z°| SNAJP[SNA]+P[Z° | S° N AJP[S° N A]
+P[Z¢ | SN BJP[S N B] +P[Z° | S°N B|P[S°N B]

= 02-07 g—i-07 0.3 2-1—03 0.5 1-|—O6 0.5 1
= 0. T3 . 33 . 53 . 53
28 42 15 30 23

300 7300 7300 T 300 60°
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