D-INFK Prof. Josef Teichmann
FS 2023 David Martins

Wahrscheinlichkeit & Statistik

Serie 4

Aufgabe 4.1 [Bedingter Erwartungswert] Sei (2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mit A = 2 und B = (B;);c; eine Partition von €. Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit
E[X?] < oo.

(a) Zeige, dass E[15,E[X | B]] = E[1p,X] gilt fiir jedes i € I.
(b) Zeige, dass E[E[X | B]] = E[X].

Losung 4.1
(a) Wir berechnen

E[1EX |B]] = 3 PUEX | Blw) = 3 P[{w}](lexw)E[X | le)

weB; weB; jeI

S PUEX [ Bl = Y Plw)) e igj]}]X ()

weB; wEeB;
Pl{w
- ¥ plxen = S i)
w'eB; v w'eB;
— E[1p,X].

(b) Aus (a) erhalten wir

E[E[X | B]] = Y E[15E[X | B]] = Y E[1pX] = E[X],

i€l i€l

weil B = (B;)ier eine Partition von  ist und somit > .15, = 1.

icl
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Aufgabe 4.2 [Zufillige Summe] Sei (92, 4, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und
N, X1, Xs,..., X9 unabhingige Zufallsvariablen. Wir nehmen an, dass

X;~Ber(p) und P[N =i]=g¢;

fiir jedes ¢ € {1,...,9}, wobei p,q1,...,q90 € (0,1) und ¢; + --- + g9 = 1. Wir betrachten die
Summe S = ZZI\LI X; und die Partition B = (B;);eq1,... .9y von €2 gegeben durch B; = {N = i} fiir
ie{l,...,9}.

(a) Berechne E[S | B] und E[S? | B].
(b) Berechne E[S], E[S?] und Var(S).
Losung 4.2

a) Wenn N = ’L', dann ist die bedingte Verteilung von S = i4 X, gleich Bin ’L,p . Daher
g g j=1j 8
erhalten wir

E[S| B;]=1ip und E[S?|B;]=E[S| Bi]* +ip(1 —p) = ip(1 — p + ip).

Folglich gilt es

9
E[S | Bl(w) = Z 1, (w)ip.
und .
E[S? | B)(w) = Z 1p, (w)ip(l = p + ip).
(b) Aus Aufgabe 1 erhalten wir
9 9 9
E[S|=E[E[S|B] =Y Ellpip] =Y P[Blip=  ipy
i=1 i=1 i=1
und ebenfalls
9 9
E[S?] = E[E[S* | B]] =) P[Bilip(1 —p+ip) = > _ip(1—p+ip)g
i=1 i=1

Somit berechnen wir

9

Var(S) = E[S?] - E[S]” =) ip(1 —p+ip)q; — (Zipqi> :

i=1
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Aufgabe 4.3 [Momentenerzeugende Funktion] Seien X, Xo diskrete unabhéngige Zufallsva-
riablen mit Werten in Ny.

(a) Zeige die Faltungsformel

k
Vk e Ny: P[X1+ Xy =k =Y P[Xy = jIP[X; =k — j]. (1)

=0

(b) Die Momentenerzeugende Funktion einer diskreten Zufallsvariable X mit Werten in Ny ist
definiert als

VseR: Mx(s) =Y e P[X = k]. (2)
k=0
Zeige, dass
VseR: MX1+X2(S):MX1(S)MX2(S). (3)

Losung 4.3

(a) Der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit impliziert, dass fiir alle k € Ny gilt

PXy+ Xy =k = ) P[X1+ Xp = k| Xy = jlP[X; = j]

.
- 1M~
o

P[Xsy =k — j| X1 = j]P[X1 = j] (4)

Il
.
|

P[X, = jP[X = k- j].

<.
I
o

(b) Mit Teilaufgabe a) kriegen wir, dass fiir alle s € R gilt

oo

My, +x,(s) = ) e P[X1 + Xz = K]

k=0
9] k

=" et N PXy = j]P[Xy =k — 4]
k=0  j=0
o~ k

=33 Py = eI P(XG = k- j) )
k=0 j=0

= Zesjp[xl = 7] (Z eslP[Xl _ l])

j=0 1=0
= M, (s)Mx,(s).
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Aufgabe 4.4 [Priifziffer]
Sei N € N. Betrachte die Menge

Q={0,1}" ={(as,...,an) 1 a1,...,an € {0,1}}
sowie A = 28 und das Wahrscheinlichkeitsmass P definiert durch

2-N+L . falls ay + - -- + an gerade ist,

P[{(al,...,aN)}] = {

0, sonst.

Seien X7,..., Xy Zufallsvariablen definiert durch X;((a1,...,an)) = a;.
(a) Zeige, dass X1, ..., Xny—_1 unabhéngig sind.
(b) Zeige, dass X, ..., Xy nicht unabhingig sind.

Losung 4.4

(a) Fiir jedes a; € {0,1} gibt es 2V=2 Vektoren (ai,...,a;_1,ai41,...,an) € {0,131 fiir
welche a1 + - - - 4+ an gerade ist. Somit gilt es

1
P[XZ = ai] = 2N_22_N+1 = 5

Ebenfalls gibt es fiir jeden Vektor (a1, ...,a;_1,a;11,-..,an) € {0,1}¥ = genau einen Wert
von ay € {0,1}, fiir welchen a; + - - - + an gerade ist. Daher ist

N-1
P[Xl = al,...,XN,1 = an,l] = 2_N+1 = H ‘PP(Z = ai}.
=1

Wir schliessen daraus, dass Xi, ..., Xy_1 unabhingig sind.
(b) Es gilt

N
PX;=0,.... Xy =0 =2V £ [[PlX; =0] =27V,
i=1
und deshalb sind X7, ..., Xy nicht unabhéngig.

4/4



