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Aufgabe 4.1 [Bedingter Erwartungswert] Sei (Ω,A, P ) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum
mit A = 2Ω und B = (Bi)i∈I eine Partition von Ω. Wir betrachten eine Zufallsvariable X mit
E[X2] <∞.

(a) Zeige, dass E[1BiE[X | B]] = E[1BiX] gilt für jedes i ∈ I.

(b) Zeige, dass E[E[X | B]] = E[X].

Lösung 4.1

(a) Wir berechnen

E
[
1BiE[X | B]

]
=
∑

ω∈Bi

P [{ω}]E[X | B](ω) =
∑

ω∈Bi

P [{ω}]
(∑

j∈I

1Bj (ω)E[X | Bj ]
)

=
∑

ω∈Bi

P [{ω}]E[X | Bi] =
∑

ω∈Bi

P [{ω}]
∑

ω′∈Bi
P [{ω′}]X(ω′)
P [Bi]

=
∑

ω′∈Bi

P [{ω′}]X(ω′)
∑

ω∈Bi
P [{ω}]

P [Bi]
=
∑

ω′∈Bi

P [{ω′}]X(ω′)

= E[1BiX].

(b) Aus (a) erhalten wir

E
[
E[X | B]

]
=
∑
i∈I

E
[
1Bi

E[X | B]
]

=
∑
i∈I

E[1Bi
X] = E[X],

weil B = (Bi)i∈I eine Partition von Ω ist und somit
∑

i∈I 1Bi
= 1.
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Aufgabe 4.2 [Zufällige Summe] Sei (Ω,A, P ) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und
N, X1, X2, . . . , X9 unabhängige Zufallsvariablen. Wir nehmen an, dass

Xi ∼ Ber(p) und P [N = i] = qi

für jedes i ∈ {1, . . . , 9}, wobei p, q1, . . . , q9 ∈ (0, 1) und q1 + · · · + q9 = 1. Wir betrachten die
Summe S =

∑N
i=1 Xi und die Partition B = (Bi)i∈{1,...,9} von Ω gegeben durch Bi = {N = i} für

i ∈ {1, . . . , 9}.

(a) Berechne E[S | B] und E[S2 | B].

(b) Berechne E[S], E[S2] und Var(S).

Lösung 4.2

(a) Wenn N = i, dann ist die bedingte Verteilung von S =
∑i

j=1 Xj gleich Bin(i, p). Daher
erhalten wir

E[S | Bi] = ip und E[S2 | Bi] = E[S | Bi]2 + ip(1− p) = ip(1− p + ip).

Folglich gilt es

E[S | B](ω) =
9∑

i=1
1Bi(ω)ip.

und

E[S2 | B](ω) =
9∑

i=1
1Bi

(ω)ip(1− p + ip).

(b) Aus Aufgabe 1 erhalten wir

E[S] = E
[
E[S | B]

]
=

9∑
i=1

E[1Bi
ip] =

9∑
i=1

P [Bi]ip =
9∑

i=1
ipqi

und ebenfalls

E[S2] = E
[
E[S2 | B]

]
=

9∑
i=1

P [Bi]ip(1− p + ip) =
9∑

i=1
ip(1− p + ip)qi.

Somit berechnen wir

Var(S) = E[S2]− E[S]2 =
9∑

i=1
ip(1− p + ip)qi −

( 9∑
i=1

ipqi

)2
.
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Aufgabe 4.3 [Momentenerzeugende Funktion] Seien X1, X2 diskrete unabhängige Zufallsva-
riablen mit Werten in N0.

(a) Zeige die Faltungsformel

∀ k ∈ N0 : P [X1 + X2 = k] =
k∑

j=0
P [X1 = j]P [X2 = k − j]. (1)

(b) Die Momentenerzeugende Funktion einer diskreten Zufallsvariable X mit Werten in N0 ist
definiert als

∀ s ∈ R : MX(s) =
∞∑

k=0
eskP [X = k]. (2)

Zeige, dass

∀ s ∈ R : MX1+X2(s) = MX1(s)MX2(s). (3)

Lösung 4.3

(a) Der Satz der totalen Wahrscheinlichkeit impliziert, dass für alle k ∈ N0 gilt

P [X1 + X2 = k] =
k∑

j=0
P [X1 + X2 = k|X1 = j]P [X1 = j]

=
k∑

j=0
P [X2 = k − j|X1 = j]P [X1 = j]

=
k∑

j=0
P [X1 = j]P [X2 = k − j].

(4)

(b) Mit Teilaufgabe a) kriegen wir, dass für alle s ∈ R gilt

MX1+X2(s) =
∞∑

k=0
eskP [X1 + X2 = k]

=
∞∑

k=0
esk

k∑
j=0

P [X1 = j]P [X2 = k − j]

=
∞∑

k=0

k∑
j=0

esjP [X1 = j]es(k−j)P [X2 = k − j]

=

 ∞∑
j=0

esjP [X1 = j]

( ∞∑
l=0

eslP [X1 = l]
)

= MX1(s)MX2(s).

(5)
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Aufgabe 4.4 [Prüfziffer]
Sei N ∈ N. Betrachte die Menge

Ω = {0, 1}N =
{

(a1, . . . , aN ) : a1, . . . , aN ∈ {0, 1}
}

sowie A = 2Ω und das Wahrscheinlichkeitsmass P definiert durch

P
[
{(a1, . . . , aN )}

]
=
{

2−N+1, falls a1 + · · ·+ aN gerade ist,
0, sonst.

Seien X1, . . . , XN Zufallsvariablen definiert durch Xi((a1, . . . , aN )) = ai.

(a) Zeige, dass X1, . . . , XN−1 unabhängig sind.

(b) Zeige, dass X1, . . . , XN nicht unabhängig sind.

Lösung 4.4

(a) Für jedes ai ∈ {0, 1} gibt es 2N−2 Vektoren (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , aN ) ∈ {0, 1}N−1, für
welche a1 + · · ·+ aN gerade ist. Somit gilt es

P [Xi = ai] = 2N−22−N+1 = 1
2 .

Ebenfalls gibt es für jeden Vektor (a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , aN ) ∈ {0, 1}N−1 genau einen Wert
von aN ∈ {0, 1}, für welchen a1 + · · ·+ aN gerade ist. Daher ist

P [X1 = a1, . . . , XN−1 = an−1] = 2−N+1 =
N−1∏
i=1

P [Xi = ai].

Wir schliessen daraus, dass X1, . . . , XN−1 unabhängig sind.

(b) Es gilt

P [X1 = 0, . . . , XN = 0] = 2−N+1 6=
N∏

i=1
P [Xi = 0] = 2−N ,

und deshalb sind X1, . . . , XN nicht unabhängig.
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