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Wahrscheinlichkeit & Statistik

Serie 6

Die Ubungen mit (*) markiert sind fakultativ.

Aufgabe 6.1 [Stetige Zufallsvariablen: Verteilungsfunktion und Dichte]
Sei T eine Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion

0 falls a < 0
F — 9 b
r(a) {1 =20 falls a > 0.

)

a) Skizziere die Verteilungsfunktion von 7.

(
(

)
b) Zeige, dass T eine stetige Zufallsvariable ist.
(c¢) Bereche die Dichte von T

)

(d) Berechne die Wahrscheinlichkeiten

Losung 6.1
(a) Die folgende Skizze zeigt die Verteilungsfunktion von T
Fr(t)
1 i
0.75 |
0.5 |
0.25 1,
‘ t
-1 1 2 3 4 )

(b) Wir stellen fest, dass die Verteilungsfunktion Frr stiickweise stetig differenzierbar ist. Genauer
gesagt ist Fr auf (—o00,0) und auf (0,00) stetig differenzierbar. Somit ist T' eine stetige
Zufallsvariable.

(¢) Da Fr stiickweise stetig differenzierbar ist, konnen wir F ableiten, um die Dichte von T zu
berechnen. Wir erhalten

0 falls t < 0,
2¢7%  fallst >0,

fr(t) = Fr(t) = {

wobei wir den Wert an der Stelle ¢ = 0 beliebig gewéhlt haben.
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(d) Da die Zufallsvariable T stetig ist, gilt P[T" = ¢] = 0 fiir alle ¢ € R. Somit gilt insbesondere

Weiterhin erhalten wir

PT <1]=Fr(1)=1—e?
PT>2=1-PT <2 =1+PT=2-PT<2|=¢"*
N—_——

N—_——
=0 =Fr(2)
Pl<T <4 =PT <4 -PT<1=PT<4-PT=4-PT<1=e2—e"
—_— Y Y=
=Pr(4) =0 =Fr(1)
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Aufgabe 6.2 [Anwendung der Exponentialverteilung]

Wir betrachten eine Messsonde an einem Vulkankrater, welche den bevorstehenden Ausbruch
beobachten soll. Ab Beginn der Messungen gehen wir davon aus, dass die Sonde innerhalb von
einer Minute mit einer Wahrscheinlichkeit von % wegen zu grosser Beschiddigung ausfillt. Die
Zufallsvariable Y bezeichne die Lebensdauer der Sonde in Minuten. Es gilt Y ~ Exp(}), d.h. Y ist
exponentialverteilt mit Parameter A > 0.

(a) Bestimme .
Hinweis: Falls Du a) nicht gelést hast, so rechne fiir die weiteren Teilaufgaben mit A =
—1n(0.95).

(b) Wie gross ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde mehr als 10 Minuten iiberlebt?

(¢) Wir wissen, dass die Sonde schon mehr als 20 Minuten iiberlebt hat. Wie gross ist dann die
bedingte Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde nochmals 10 Minuten iiberlebt?

Losung 6.2

a) Gemiss Annahme in der Aufgabenstellung gilt P[Y < 1] = 2, also P[Y > 1] = 0.95. Aus der
20

Vorlesung wissen wir, dass P[T > t] = e~ fiir eine Exp(\)-verteilte Zufallsvariable T'. Es
muss also gelten
0.95=¢?

und somit ist A = —1n(0.95).
(b) Die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonde mehr als 10 Minuten tberlebt, ist
P[Y > 10] = e~ 210 = £101(0:95) — (0.95)10 ~ 0.5987.
Alternativ ist

PlY >10]=1—P[Y <10] =1 — Fy(10) = 1 — (1 — e®(0:9910) — 0 9510,

(¢) Aus der Vorlesung ist bekannt, dass die Exponentialverteilung gedédchtnislos ist, also dass fiir
alle s,t > 0 gilt
ef)\(t+s)

Also folgt, dass
P[Y > 30]Y > 20] = P[Y > 10] = 0.95'°.
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Aufgabe 6.3 [Erwartungswert stetiger ZVen I]
Nehmen wir an, dass —co < a < b < oo und ¢ > 0.

(a) Sei U ~ U(0,1). Berechne die Dichte von U’ := a + (b — a)U. Was ist der Erwartungswert
von U'?

(b) (*) Sei T ~ Exp()\) mit Parameter A > 0. Berechne die Dichte von T” := ¢ - T?. Was ist der
Erwartungswert von T"?

Losung 6.3
(a) Sei U’ :=a+ (b—a)U. Dann gilt fir z € R

fir =% <0,
T—a
FU/(I)P[U’SI]P{US b_a} =270 fijr 0 < 229 <,
1 fir 7= > 1.
Durch Umformen folgt, dass
fir x < a,
Fy(z) = ¢ 72 fira <z <b,
1 fiir x > b.
Also ist U’ ~ U(a,b). Es gilt auch
b—a a+bd

(b) Da T’ > 0 ist Fpr/(x) =0 fiir x < 0. Fiir z > 0 gilt es

Fr(z) = P[T" < 2] :P{Tg \/ﬂ :FT(\/E) :1—exp<—/\ i)

Daher ist )
(o) = Fpla) = 5 oo - A\F)

fir > 0, und fr/(z) =0 fir z < 0.
Aufgrund der Lineariiit des Erwartungswerts gilt E[T'] = E[cT?] = ¢ - E[T?]. Wir berechnen

E[T?] :/ e M dy
0

2 —dx1>® * —Azx 2
:[—xe ]0 + 2xe der = —
0

A2’
-0 | —
—2E(T)

wobei wir E[T] = 1/ verwendet haben. Somit folgt

2c
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Aufgabe 6.4 [Erwartungswert stetiger ZVen II] (*)
Seir > 1 und f:R — R gegeben durch

0 firx <1,
cx™" furxz>1
fir ein ¢ > 0.

(a) Bestimme die Konstante ¢, sodass f zu einer Dichtefunktion wird.

(b) Wir nehmen ab jetzt an, dass die Konstante so bestimmt ist, dass f zu einer Dichtefunktion
wird. Sei X eine Zufallsvariable mit Dichte fx = f. Berechne die Verteilungsfunktion von X.

(c) Berechne den Erwartungswert von X. Fiir welche Werte von r ist der Erwartungswert endlich?

Losung 6.4

(a) Wir bemerken zuerst, dass f > 0. Damit f zu einer Dichtefunktion wird, muss

+oc0 +o0 1 +oo c
1= / flx)dx = / cx”"dr =c [x_”“l} =
1

oo —-r+1 1 r—1

gelten. Mit ¢ = r — 1 wird somit f zu einer Dichtefunktion.

(b) Die Verteilungsfunktion von X ist

t
Fx(t) = / fx(x)dz firteRR.

Fir ¢t <1 ist
t
Fx(t) = / fx(l‘)dl’ = 0,

da fx(xr) =0fliir v <1.Fuart>1ist

Fx(t) = /lt fx(z)dz = /1t(r — Dz "dx

=t

1
=(r—-1)|——=z !
—r+1 =1

=@t 1) =1-—¢t"th

Die Verteilungsfunktion Fx ist demnach gegeben durch

0 firt <1,
1—¢t" fir ¢ > 1.

(¢) Wir stellen zuerst fest, dass P[X > 1] = 1 und somit ist der Erwartungswert von X wohl-
definiert, da X positive Werte annimmt. Wir berechnen fiir r # 2

/+<>0 x- fx(z)dr = /+°0 v fxlz)ds = /+°°(r 1) de
1 1

— 00
oo

1) [—rl+2

B ::57 falls r > 2,
oo, fallsr e (1,2).

I‘T+2:|
1
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Fir r = 2 erhalten wir

/+OC - fx(a)de = /joo - fx(x)dz

oo N
= /1 (r— 1)z tdx
= (r—1) [log(z)]" = .

Der Erwartungswert ist also endlich, falls r > 2.
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