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Losung 7

1. Explizites RK-ESV bauen

a) Wir haben

QU =51+ 1) =15
1/1 3 1
QME(ZW)IT‘“

Also hat die Quadraturregel Genauigkeitsgrad ¢ = 1. Aus der Vorlesung ist be-
kannt, dass die Ordnung einer Quadraturregel gegeben durch s = ¢+ 1 ist. Damit
hat die Quadraturregel Ordnung s = 2.

b) Wir betrachten das Anfangswertproblem ¢(t) = f(¢,y(t)), y(to) = yo. Durch
Integration erhalten wir

y(t1) = yo + /tt1 f(s,y(s))ds.

Wir wenden dann unsere Quadraturregel auf das Integral fiir £, = ¢y + h an und
erhalten

/t:l f(s,y(s))ds = g (f (to+g,y (t0+ Z)) + f (to+%,y (tm—%))) :
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Wir approximieren y (to + %) und y (to + %) mithilfe des expliziten Eulerver-
fahrens

h h
Y (to + Z) Yo + Zf(t07y0)>

3h 3h
y|to+ o)W + Zf(toyyo),

und erhalten
kl = f(t(hy())a

ko= f(to+2 yo+2k),
ky = f(to+ 2, yo+ 2ky),
Y1 ‘= Yo + %(1{32 + ]433)

¢) Siehe quadraturRK.m und konvergenzRK.m. Wir beobachten eine Kon-
vergenzordnung von 1.99 ~ 2.

2. Das Klassische Runge-Kutta Verfahren

a) Ein Schritt des Verfahrens is gegeben durch

kv = f (tr, ur)

h h
ky = f (tk+§,yk+§k‘1),

h h
k’3=f(tk+§,yk+§k2),
ky = f(tk + h,yr + hks),

h
Ye+1 = Yk -+ g(kl +2/€2 +2k3+k‘4).

b) Siehe klassischeRK.m.
¢) Siehe konvergenzRK.m. Wir beobachten eine Konvergenzordnung von 3.98
~ 4.
3. Konsistenzordnung

Im folgenden betrachten wir das skalare Anfangswert-Problem (AWP) erster Ordnung

y(t) = f(t,y(t))
y(to) = yo
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und bezeichnen mit der “rechten Seite” die Funktion f(¢,y(t)). Weiter setzen wir
stillschweigend voraus, dass die rechte Seite geniigend oft stetig differenzierbar ist
(damit die kommenden Entwicklungen Sinn machen!).

Um die Konsistenzordnung p eines Verfahrens mit Verfahrens-Funktion ¢ zu bestim-
men, miissen wir den Konsistenzfehler

o = LI s, (1), ) = 00)

mittels Taylor-Entwicklungen abschitzen. Hierzu entwickelt man die Losung und die
Verfahrens-Funktion in Potenzen der Schrittweite h

r = (5(t) = 0(t;.u(t),0))

- % (Zi(tj) = 20(t5,y(t;), 0)>
+ % (i) — 36t 5(¢,),0))
+ O(h?).

oY)

Um die Konsistenzordnung p zu bestimmen, muss man nun “einfach” die Terme in
den Klammern ausrechnen bis zum ersten der ungleich Null ist.

Einerseits benotigen wir die Ableitungen der Losung, ausgedriickt mit (Ableitungen)
der rechten Seite der Diff.-Gl. f(¢,y(t)):

9(t) = 1(t,y(®) @)
TR 0)

= G0 + Ly (o) ®)
7(0) = S ()

= P u) +2 aatafy (1, y() F(t.u(0) + g—y{u,y(t» £t ()

v F v + (%(t,y@») Pt y(). )

Es empfiehlt sich, diese einfachen (aber durchaus miihsamen) Rechnungen (einmal)
selbst durchzurechnen.

Anderseits brauchen wir die Ableitungen der Verfahrens-Funktion welche wir als
Funktion der Schrittweite i auffassen, d.h. & = @(h) wobei ¢ und damit auch y(t)
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fest gehalten werden. Zunéchst schreiben wir also das Verfahren von Heun in Stufen-

Form
kl = f(tj7 yj)
ko= f(tj + h,y; + hk:)

h
Yit1 :yj+§(k31 + ko).

Die Verfahrens-Funktion dieses ESV ist damit gegeben durch

Bt y(t),h) = 5 (k6.9 (0), 1) + ol (), 1) ).

Da wir ¢ und damit auch y(t) fest halten, vereinfachen wir die Notation zu

1
B(h) = 5 (ki () + ka(h)).
Die Entwicklung der ersten Stufe ergibt einfach eine Konstante

kr(h) = f(t,y(t),

da wir ja t festhalten. Fiir die Entwicklung der zweiten Stufe benotigt man die zwei-
dimensionale Taylor-Entwicklung (siehe Vorlesung):

ka(h ) f@t+h,y(t) + hky(h))
f(t,

y(1))
T % y(B)h+ ﬁ—ga,ya»hkl(m

3 VO S (b (D)) + 5 5% 6, (0)) (ks 1)
_l’_

= f(t y(t))

oh (g{ tv) + ey .00

+ (6_5@,1,@)) + 2(§taf;<t,y<t))f(t,y(t)) 5 f(t y<t>>f(t,y(t))2)
+ ..

wobei wir nach dem dritten Gleichheitszeichen k;(h) durch vorherige Gleichung er-
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setzt haben. Somit ergibt sich die Entwicklung der Verfahrens-Funktion zu

P(h) = %(lﬁ(h) + k’2(h)>
— f(t.y(0)
D(t,y(t),0)
+h(ggum»+%ﬁw@ﬁ@mm)
é(ty;(rt)vo) ’
+—-(§&fmm+2§£@wwvmmm+af@ywﬁwmmﬁ

J/

(t.y(),0)
o)

Mit GI. (2-4) und (5) konnen wir die Terme in den Klammern von GI. (1) berechnen.
Es ergibt sich

j(t) = D(t,y(t),0)
i(t) = 20(t, y(t),0)
() # 30(t,y(t),0),

d.h. der erste und der zweite Klammer-Term in GI. (1) sind Null und hierraus folgern
wir, dass das Verfahren von Heun Konsistenzordnung p = 2 hat, d.h.

= WD) gy, g0y, ) = 00%)

4. Die Methode der Taylorreihe

a) Wir haben

—2ty2 = —2 t —I—h) ( +Clh+62h +Cgh3+04h4 )2
= —=2(t; + h) (U7 4 2c1y;h + (¢ 4 2c205)P° + (20102 + 2¢3y;)h* + ...
= (=2t97) + (—2y7 — dertjy;) h+ (—dery; — 2t5(65 + 2c0y;)) h°
H/_/ N ~ v ~
c1 2c2 3c3
+ £—2<C% + 202yj) - 4tj<0102 + ngj)2h3 —+ ...
dey
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cT = —2tjy]2

Cy = _?/32 — QCltjyj
1
C3 —= g (—401yj — 2%(0% + 202%‘))
ci
a = |35 + coy; + ti(cico + csy;)

b) Siehe run_taylorreihenmethode.mund taylorreihenmethode.m.



