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Losung 9

1. Adaptives Heun-Verfahren

Der Vollstiandigkeit halber schreiben wir die Van der Pol-Gleichung in ein System
erster Ordnung:

Jo(t)
v (t) =

(1)
8(1 = yo(t))y1(t) — wo(t)-
Die Anfangswerte sind dann

yo(O) =2 , (0)=0.

a) In Abb. 1 werden die erhaltene Néherungslosung y(¢) (links) und die Schritt-
weitte h (rechts) gezeigt (erstellt mit vanDerPol _adaptHeun .mim Template
Ordner). Wir beobachten, dass wenn die Losung anfingt stirker zu variieren (bei
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Abbildung 1: Losung y(t) links und Schrittweitte h rechts.

Zeit ~ 7) reduziert der Algorithmus die Schrittweite sukzessiv. Anschliessend
bleibt die Schrittweite jedoch konstant.

b) Der in der Aufgabe beschriebene Algorithmus weist (mindestens) zwei offen-
sichtliche Schwichen auf:

Bitte wenden!



1. Wenn die Schrittweite einmal verkleinert wurde, z.B. wenn die Losung stark
variiert, wird sie nicht mehr erhoht, z.B. wenn die Losung weniger variiert.
Dieser Algorithmus ist nicht wirklich adaptiv!

2. Es konnte passieren, dass der Algorithmus die Schrittweite halbiert ohne je-

mals das Toleranz-Kriterium zu erreichen, z.B. wenn die Toleranzen sehr
klein gewdhlt sind.

¢) Die verbesserte Implementierung finden Sie im kommentierten adaptHeun . m.
In Abb. 2 werden die Resultate mit dieser Implementierung gezeigt (erstellt mit
vanDerPol_adaptHeun.m im Losungs Ordner). Hier wird der Schrittweite
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Abbildung 2: Losung y(¢) links und Schrittweitte i rechts.

wirklich adaptiert und es resultiert eine hohere Effizienz!

2. Zu Einfaches adaptives Runge-Kutta-Fehlberg Verfahren

a) Aus Abb. 3 wir lesen wir ab, dass die experimentale Ordnungen fiir die RK4 und
RKS Verfahren etwa vier und fiinf sind. Siehe RKF45Simple.m.

b) Siehe RKF45.m und vanDerPol_RKF45.m. In Abb. 4 und 5 werden die er-
haltenen Nédherungslosung y(¢) (links) und die Schrittweitte i (rechts) dargestellt
(erstellt mit vanDerPol .m). Auch hier liefert nur der verbesserte Algorithmus
echte Adaptivitit (und die damit verbundene Effizienz)!

3. Mehrschrittverfahren: Das 2-Schrittverfahren von Adams-Bashforth

a) Firm = 2,
2
Pi(t) = Z Jis1-k L?—i—l—k(t)

k=1

= f; Li(t) + fi—1 L (1),
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Abbildung 3: Konvergenzverhalten fiir die RK4 und RKS Verfahren.
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Abbildung 4: Losung y(¢) links und Schrittweitte h rechts.
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Abbildung 5: Losung y(t) links und Schrittweitte h rechts.
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Wir haben

Dann
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und wir bekommen
h
Yirr =Yt g (3f(t5,y5) — f(tj—1,y5-1)) -

b) Siehe AB2.m
¢) Siehe KonvTestAB2.m

d) Um die Konsistenzordnung p eines Verfahrens mit Verfahrens-Funktion ¢ zu be-
stimmen, miissen wir den Konsistenzfehler

oy = P ZV) gy, 1)) = 0)
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mittels Taylor-Entwicklungen abschitzen. Hierzu entwickelt man die Losung
und die Verfahrens-Funktion in Potenzen der Schrittweite h

= (i) = 0ty(t).0)

+ % <Z'J(tj) —20(t;,y(t;), 0))
+ %2 (i) = 38(t;,y(t,),0))
L.

+O(hP).

ey

Um die Konsistenzordnung p zu bestimmen, muss man nun “einfach” die Terme
in den Klammern ausrechnen bis zum ersten der ungleich Null ist.

Einerseits benotigen wir die Ableitungen der Losung, ausgedriickt mit (Ableitun-
gen) der rechten Seite der Diff.-Gl. f(t,y(t)):

y(t) = f(ty(0)) 2
§(t) = = ft,y())

= Yy + e won ) 3

= S eut0) + 20 o) fe.ue) + S L0 v0) 10y(0)

+ Lt P oo+ (Lewm) e @

Es empfiehlt sich, diese einfachen (aber durchaus miihsamen) Rechnungen (ein-
mal) selbst durchzurechnen.

Mit der Taylorreihe konnen wir schreiben
yi-1=y; — hy(t;) + O(h%).

Die Verfahrens-Funktion dieses MehrSchrittverfahren ist gegeben durch

B(t,y(), 0) = 5 (3ks(09(0) 1) — ka(t, (), 1),

kl = f(tjayj)
ke = f(t; — h,y; — hky).
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Da wir ¢ und damit auch y(t) fest halten, vereinfachen wir die Notation zu

1
P(h) = 5 <3k1(h) - kg(h)>.
Die Entwicklung der ersten Stufe ergibt einfach eine Konstante

kr(h) = f(t,y(1)),

da wir ja t festhalten. Fiir die Entwicklung der zweiten Stufe bendtigt man die
zwei-dimensionale Taylor-Entwicklung (siehe Vorlesung):

ka(h) = f(t = h,y(t) — hki(h))

= f(ta y(t))

S AO RO

3 WO S (b (D)) + 5% 6, 0)) (ks (1)

+ O(h?)

= f(tv y(t))

(S taton+ Eeaonsieae)

(P ey 22 o sty + 2o e o)
+ O(h?)

wobei wir nach dem dritten Gleichheitszeichen k; (h) durch vorherige Gleichung
ersetzt haben. Somit ergibt sich die Entwicklung der Verfahrens-Funktion zu

B(h) = %(Bkl(h) ~ ka(h)
= f(t,y(1))
D(t,y(1),0)
ey (Lo + L)
) é(ta;(rt) 0) ’
3 (5 ) — 25 L)1 eu(0) - Sh ) v

®)
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Mit GI. (2-4) und (5) konnen wir die Terme in den Klammern von Gl. (1) berech-
nen. Es ergibt sich

§(t) = Dy, y(t),0)

ij(t) = 20(y,y(t),0)

i (1) # 39(y, (1), 0),
d.h. der erste und der zweite Klammer-Term in GIl. (1) sind Null und hierraus

folgern wir, dass das Adams-Bashforth Verfahren Konsistenzordnung p = 2 hat,

d.h.
= WD V) gy, g0, ) = 00%)




