D-MATH Grundstrukturen FS 2023
Prof. Richard Pink

PROBEKLAUSUR 120 MIN

Single Choice Aufgaben (30 Punkte) Kreuzen Sie auf dem Abgabeblatt ihre Antwort
an. Pro Aufgabe ist genau eine der vier Antwortmoglichkeiten richtig. Fiir jede richtig
beantwortete Aufgabe erhalten Sie 2 Punkte, sonst 0 Punkte. Bei dieser Aufgabe sollen
Sie die Antworten nicht begriinden.

1. Wenn genau eine der folgenden Aussagen richtig ist, welche ist es?

(a) Alle vier Aussagen sind falsch.
(b) Genau zwei der iibrigen Aussagen sind falsch.
(c) Hochstens zwei der iibrigen Aussagen sind falsch.
(d) Alle iibrigen Aussagen sind falsch.
2. Welcher Ausdruck bildet eine wohlgeformte Formel? Dabei bezeichnet F ein zwei-
stelliges Funktionssymbol und R ein dreistelliges Relationssymbol.
(a) Yo — Jy: (z =vy).
(b) JzVy: (y = x — R(z,vy, 2)).
(c) x =x Va.
(d) Vzdy: (F(z,y) — (z =y)).
3. Welche Aussage ist im Allgemeinen falsch fiir ein Modell M, eine Menge von
Formeln 7', und einen Satz o?
(a) Gilt M =T und T t# o, so folgt M # o.
(b) Gilt M & T, so ist T konsistent.
(c) Gilt T' £ o, so ist T konsistent.
(d) Es existiert ein Satz 7 mit M B 7.

4. Welche der folgenden Mengen gibt es in der Mengenlehre nach Zermelo-Fraenkel?
Mit ,enthalten® ist dabei immer ,enthalten als Element“ gemeint.
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5. Welche Aussage ist unter Zermelo-Fraenkel nicht dquivalent zum Auswahlaxiom?

(a) Fiir jede Menge X existiert eine Wohlordnung auf X x X.
(b) Fiir jede Menge X existiert eine Wohlordnung auf P(X).

(c) Fiir je zwei Mengen X, Y und jede surjektive Funktion p: X — Y existiert
eine injektive Funktion 7: ¥ — X mit poi = idy.

(d) Fiir je zwei Mengen X, Y und jede injektive Funktion i: Y — X existiert
eine surjektive Funktion p: X — Y mit po¢ = idy.

6. Welche Eigenschaft kann eine Partialordnung nicht haben?

(a) VaVy: (r<y—3Jz:x<zA2<y).
(b) IzVaVy: (e <y—z<2zAz<y).
(c) FzVaVy: (r <y — 2z <ux).
(d) JzTy: Vo' VY (e <2’ ny<y — a2 €y Ay «o).
7. Welche Ungleichung gilt fiir alle Kardinalzahlen «, 8,y mit o < 37

(a) a+v<f+7

(b) 7% <~”

(c) v a<y-pB

(d) Alle iibrigen Aussagen sind im Allgemeinen falsch.
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8. Ein angeordneter Korper (K, <) heisst archimedisch, wenn fiir jedes x € K ein
n € N existiert mit x < n. Welche Aussage ist falsch?

(a) Jeder vollstandige angeordnete Korper ist archimedisch.

(b) Jeder archimedische angeordnete Korper ist isomorph zu einem Unterkorper
von R.

(c) Jeder Unterkorper von R ist vollstéandig beziiglich der induzierten Ordnung.

(d) Jeder angeordnete Korper enthilt einen zu Q isomorphen Unterkorper.

9. Welche der folgenden Restklassen ist eine Einheit in Z/36Z7
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Welche der folgenden Rechnungen ist korrekt?

(a) 32 =2 mod (11)
(b) 52 =1 mod (11)
(c) 6* =1 mod (3)
(d) 370*° =2 mod (3)

Welche der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen falsch fiir eine Primzahl p?

(a) Fir alle z,y € F, gilt (z +y)? =z + .
(b) Fiir alle z,y € F,, gilt (z +y)? = 2P + ¥
(c) Fiir jedes x € F,, existiert ein z € F), mit 2P = x.

(d) Fiir jedes x € F, existiert ein z € F, mit 2% = x.
Welche Aussage gilt fiir jede Menge X von 25 ganzen Zahlen im Intervall [1,50]7

(a) Es existieren zwei Elemente von X, von denen eines das andere teilt.
(b) Es existieren zwei Elemente von X, die zueinander teilerfremd sind.
(c) Es existiert eine Primzahl in X.

(d) Keine der iibrigen Aussagen gilt fiir alle X.

Welche der folgenden Potenzreihen ist in Z[[X]] nicht invertierbar?

(2) Dimp(2X)'
(b) Yo X
(c) 1-X
(d) Zizo szz’(_X)i
Welche Aussage gilt fiir jede Folge (ag, aq,...) in R?
(a) Die erzeugende Funktion der Folge ist genau dann ein Polynom, wenn die
Folge schliesslich konstant wird.
(b) Ist die erzeugende Funktion der Folge ein Polynom, so konvergiert die Folge.

(c¢) Konvergiert die Folge, so induziert ihre erzeugende Funktion eine Funktion
R — R.

(d) Konvergiert die Folge, so ist ihre erzeugende Funktion ein Polynom.

Wieviele natiirliche Zahlen n gibt es mit |(Z/nZ)*| = 4?



Teztaufgaben: Begriinden Sie alle Rechnungen und achten Sie auf eine vollsténdige
und verstdndliche Argumentation, da dies mitbewertet wird.

16. (a) (2 Punkte) Gib die Definition einer Wohlordnung an.

(b) (9 Punkte) Zeige: Eine totalgeordnete Menge (X, <) ist genau dann wohl-
geordnet, wenn fir jedes x € X die Teilmenge X, = {y € X | y < x}
wohlgeordnet ist.

17. (8 Punkte) Die Ordnungsrelation auf den natiirlichen Zahlen ist definert durch
r<y = u:ut+z=y).

Beweise alleine mittels der Peano-Axiome (und eventuell der Kommutativitét und
Assoziativitat der Addition) die Aussage

VeVy: e <yrny<z—x=y.

18. (10 Punkte) Sei X eine unendliche Menge und II(X) die Menge aller Partialord-
nungen auf X. Zeige |[I1(X)| = 21X

19. (8 Punkte) Bestimme fiir alle k,¢ € N die Anzahl der Tupel (sy,...,s;) ganzer
Zahlen mit 1 < s <...<s, <k+20und s; =i mod (2) fiir alle 4.



