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ANGEORDNETE KORPER, REELLE ZAHLEN

Ein angeordneter Korper (K, <) heisst archimedisch, wenn fiir jedes z € K ein n € N
existiert mit r < n.

1. Zeige, dass ein angeordneter Koérper genau dann archimedisch ist, wenn er iso-
morph ist zu einem Unterkorper von R mit der induzierten Ordnung.

Losung: Da R archimedisch ist, gilt dasselbe fiir jeden Unterkorper; also gilt die
Implikation =-. Fiir die Umkehrung sei (K, <) ein archimedischer angeordneter
Korper. Um die Einbettungen von Q nach K und R zu unterscheiden, bezeichnen
wir diese mit i: Q — K und j: Q — R. Wie in der Vorlesung betrachten wir
fir jedes © € K die Menge A, := {a € Q | i(a) < z}. Da K archimedisch ist,
existieren m,n € N mit x < i(m) und —z < i(n) und daher i(—n) < z. Somit
ist —n € A, und a < m fiir alle a € A,; also ist A, eine nichtleere nach oben
beschrankte Teilmenge von Q. Dasselbe gilt dann auch fur ihr Bild j(A,) C R.
Dadurch erhalten wir eine wohldefinierte Funktion

f: K =R, z+— sup(j(A.)).
Damit diese die gesuchten Eigenschaften hat, zeigen wir zuerst:

Behauptung 1: Fiir alle z,y € K gilt:

(a) Ist x <y, so existiert ein a € Q mit x < i(a) < y.

(b) Apyy ={a+bla€c A, be A}

(c) A,={a-b|aceQ beQ\ A}

(d) Apy={a-blae A, be Ay, a,b>0UQ im Fall z,y >0

(e) x<y <= A, CA,

Beweis: Die Aussage (a) folgt daraus, dass K archimedisch ist, wie in der Vorlesung

vom 25. 04. 2023. Die Aussagen (b) bis (e) folgen nun daraus wie in derselben
Vorlesung. O]

Behauptung 2: Fiir alle a € Q und z,y € K gilt:

(a) f(i(a)) = j(a).
(b) f(=2) = —f(x).
(©) fle+y)=fz)+ f(y).



(d) flz-y)=f(z)- fly)
(e) » <y« f(x) < fly)

Beweis: Die Aussagen (a) bis (d) und die Implikation ,=“ in (e) beweist man
genau wie in der Vorlesung vom 02. 05. 2023. Es bleibt, die Implikation ,,<=* in
(e) zu zeigen. Diese ist dquivalent zu ihrer kontrapositiven Aussage:

() y<z= fly) < f(x).

Nach Annahme ist dann z — y > 0, und aufgrund der archimedischen Eigenschaft
von K existiert ein n € Nmit n > 0 und z —y > i(+). Also gilt y +i(+) < z, und
aus (a), (¢) und (e) folgt daraus

) +i(5) = f)+ 1) = fly+i(3) < fla).
Wegen 0 < j(2) folgt daraus f(y) < f(z), wie gewiinscht. O
Nach Behauptung 2 induziert f einen ordnungserhaltenden Koérperisomorphismus
von K auf sein Bild, wie gewiinscht.

. Ein Ausdruck der Form f(X) = > . a,X" in einem Variablensymbol X mit
beliebigen ng € Z und a,, € R heisst eine formale Laurentreihe mit Koeffizienten
in R. Dabei darf ny negativ sein, und die Konvergenz beim Einsetzen konkreter
Werte fiir X ist irrelevant. Summe und Produkt zweier formaler Laurentreihen
sind definiert analog wie bei Potenzreihen. Zusammen mit 0,1 € R bildet die
Menge R((X)) aller Laurentreihen einen Korper. (Dies ist hier nicht zu beweisen.)

Eine Laurentreihe erkldren wir nun als positiv, wenn sie ungleich Null ist und
ihr erster nichtverschwindende Koeffizient in R positiv ist. Weiter definieren wir
f < ¢ genau dann, wenn g — f positiv ist. Zeige, dass dies R((X)) zu einem
nicht-archimedischen angeordneten Kérper macht.

Lésung: Zuerst zeigen wir fiir alle f, g € R((X)):

Behauptung: Sind f und ¢ positiv, so auch f 4+ ¢g und f - g.

Beweis: Wir schreiben f =3 _ a, X" und g =3} _ b, X™ mit a,, >0 und
b, > 0. Nach etwaigem Vertauschen von f und g konnen wir dabei ny < my
annehmen. Dann hat f + ¢ den ersten nichtverschwindenden Koeffizienten a,, > 0

im Fall ny < my, beziehungsweise a,,, + b,,, > 0 im Fall ng = my. In beiden Féllen
ist f 4 ¢ also positiv. Sodann ist das Produkt

frg = aX" ) b X" = Y ( > anbm>Xk.

nzng mz=mo kzno+mo n2ng
mzmq
n+m==k
Der Koeffizient fiir k& = ny + my ist dabei a,,b,,, > 0, also ist f - g positiv. O
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Nach Definition ist nun f < g genau dann, wenn g — f positiv ist. Da die Laurent-
reihe 0 nicht positiv ist, gilt fiir alle f insbesondere f £ f; also ist die Relation
antireflexiv. Sodann betrachte f,g,h € R((X)) mit f < g < h. Dann sind g — f
und h— g positiv; nach der obigen Behauptung ist also auch (h—g)+(g—f) = h—f
positiv. Somit folgt f < h, und die Relation ist transitiv. Schliesslich ist immer
entweder ¢ — f = 0, oder der erste nichtverschwindende Koeffizient von g — f ist
positiv oder negativ. Also ist g — f gleich Null oder positiv oder f — g ist positiv.
Entsprechend ist daher f = g oder f < g oder g < f; somit ist die Relation total.
Nach Aufgabe 2 von Serie 4 ist < daher eine strikte Totalordnung auf R((X)).

Seien nun f,g,h € R((X)) mit f < ¢g. Im Fall f = ¢ gilt dann f + h = g + h.
Andernfalls ist f < g und damit ¢ — f = (¢ + h) — (f + h) positiv und daher
f+h < g+h. In beiden Féllen folgt also f+h < g+ h. Sodann seien f, g € R((X))
mit f > 0und g > 0. Im Fall f =0 oder g = 0 ist dann auch f-g = 0. Andernfalls
sind f und g positiv und nach der obigen Behauptung also auch f - g. In beiden
Féllen folgt also f-g > 0. Insgesamt wird R((X)) dadurch zu einem angeordneten
Korper.

Schliesslich betrachten wir die Laurentreihe X ~!. Fiir alle n € N ist dann X' —n
positiv, also gilt X~! > n. Es existiert also kein n € N mit X! < n. Somit ist
R((X)) mit dieser Ordnung nicht archimedisch.

Alternative Konstruktion der reellen Zahlen: Wir nennen eine Funktion f: Z — Z
quasi-linear, wenn die Menge

{f(n+m)— f(n) = f(m) | n,meZ}
endlich ist. Wir nennen zwei Funktionen f,g: Z — Z dquivalent, wenn die Menge
{f(n) —g(n) | neZ}
endlich ist. Zeige:

(a) Die Aquivalenz von quasi-linearen Funktionen ist eine Aquivalenzrelation. Sei
L die Menge ihrer Aquivalenzklassen.

(b) Fiir jede reelle Zahl z ist die Funktion f,: Z — Z, n +— |nz| quasi-linear.

(c¢) Die dadurch induzierte Abbildung ¢: R — L, x + [f,] ist bijektiv.

(d) Beschreibe die beiden Abbildungen L x . — L, die der Addition und Multi-
plikation in R entsprechen.

Lésung:

(a) Wir schreiben @ fiir die Menge der quasi-linearen Funktionen und f ~ ¢ fiir
aquivalente f,g € Q. Sei f € ). Dann ist

{f(n) = f(n) [neZ} = {0}
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endlich; also gilt f ~ f. Sodann betrachte f,g € @ mit f ~ g. Dann gilt

{g(n) = f(n) [neZ} = —{f(n) —g(n) [ necZj.

Hier ist die rechte Seite nach Voraussetzung endlich, also auch die linke Seite;
somit gilt g ~ f. Weiter seien f,g,h € Q mit f ~ g und g ~ h. Dann gilt

{f(n)=h(n) [neZ} = {(f(n) = g(n))+ (9(n) — h(n)) | n € Z}
C {f(n)—g(n) | neZ}+{g(n) — h(n) | neZ}.

Als Summe zweier endlichen Menge ist diese Menge endlich; also folgt f ~ h.

Fiir jedes y € R gilt ||y| — y| < 1. Fiir alle n,m € Z folgt daraus mit der
Dreiecksungleichung

|L(n+m)z| — [nz] — [mz]| < [(n+m)z —nz—mz|+3 = 3.
Somit ist die Menge

{£fr(n+m) = fuln) = fu(m) | m,n € Z}

endlich und die Abbildung f, quasi-linear.

Nach Konstruktion ist ¢(x) € L die Aquivalenzklasse von f, € Q. Betrachte
zuerst x,y € R mit ¢(x) = ¢(y). Dann ist f, ~ f, und die Menge

{f(n) —g(n) [ neZ}

daher endlich. Somit existiert C' € N mit ||nz] — [ny]| < C fiir alle n € Z.
Wegen || z] — z| < 1 fiir alle z € R folgt daraus n|z —y| = |nx —ny| < C +2.
Insbesondere gilt |z — y| < <2 fiir alle n > 1 und daher |z —y| = 0. Also
folgt = y und ¢ ist injektiv.

Betrachte nun ein beliebiges f € (). Wir behaupten:

(i) Es existiert C' € N mit |f(mn) — mf(n)] < mC fir alle n,m > 0.

(ii) Die Folge (z,) = (@)mo ist eine Cauchy-Folge.

(iii) Fiir ihren Grenzwert x € R gilt f ~ f,.
Aus (iii) folgt dann [f] = ¢(x); also ist ¢ surjektiv, und daher bijektiv.

Beweis der Behauptung:
(i) Weil f quasi-linear ist, existiert C' € N mit

(*) [f(k+0) = fk) = f(O] < C



fir alle k,¢ € Z. Fr m = 1 ist die Aussage |f(1n) — 1f(n)] =0 < 1C
offensichtlich. Gilt sie fiir gegebenes m > 0, so folgt mit der Dreiecks-
ungleichung und ()

|f((m+1)n) = (m+1)f(n)| = [f(mn+mn)— f(mn) = f(n) + f(mn) —mf(n)]

| f(mn +n) = f(mn) = f(n)| + | f(mn) —mf(n)]
C+mC

(m+1)C,

NN N

also gilt sie auch fiir m + 1. Durch Induktion folgt sie fiir alle m > 0.
(ii) Fiir alle n,m > 0 erhalten wir durch zweimalige Anwendung von (i)

’M_M‘ _ 'f(nm)—nf(m)_f(mn)—mf(n)
T ﬂmelwm'4ﬂm$nmﬂm

Also ist die Folge eine Cauchy-Folge.

(iii) Betrachte ein m > 0. Wegen = = lim,,_, @ existiert dann ein ng > 0
mit ‘@ — :v| < % fiir alle n > ng. Insbesondere gilt dies fiir n = ngem,

also ist ‘f(Z—%m) — mz| < 1. Mit (i) folgt daraus

‘f (nom) —noma_ f(nom) — nof(m) )

'i@@ﬂ

|f(m) — ma|

N

— mx‘ + ‘ﬂ”om);onof(m) ‘
< 1+C.
Weiter folgt aus (x) auch
£(0) = f(m) = f(-m)| < C
und daher
[f(=m) = (=m)z| = |£(0) = (£(0) = f(m) — f(=m)) — (f(m) — max)|
|£(0)] + ] £(0) = £(m) — f(=m)| + | f(m) — ma|
F(0)] +C+1+C.

VAN/AN



Ausserdem ist | f(0) —0z| = | f(0)|. Insgesamt folgt daraus fiir alle m’ € Z
|f(m) —m/z| < [f(0)|+2C + 1.
Wegen |m/z — [m/z]| < 1 folgt daraus schliesslich
|£(m) = fo(m!)| < [£(0)] +2C + 2.

Fiir die ganze Zahl f(m')— f,(m’) gibt es daher nur endlich viele Moglich-
keiten; also gilt f ~ f,. m

(d) Seien z,y € R. Fiir alle n € Z gilt dann
[fory(n) = fa(n) = fy(n)] = |[n(z+y)| = [nz] — [ny]] <3

und folglich f,4, ~ fz+ f,. Also entspricht die Addition in R der punktweisen
Addition von quasi-linearen Funktionen. Weiter gilt fiir alle n € Z

|[fz 0 fy(n) = fay(n)] = [lzlyn]] - Lzyn]|

< 2+’x{ynj —xyn|
= 2+ |z[ - |[yn] — yn|
< 24 Jz).

Also gilt fyof, ~ fzy, und die Multiplikation in R entspricht der Komposition
von quasi-linearen Funktionen.

Bemerkung: Man kan unschwer direkt zeigen, dass die Addition und Kompo-
sition von quasi-linearen Funktionen wohldefinierte Abbildungen L x . — IL
induzieren.



