D-MATH Grundstrukturen FS 2023
Prof. Richard Pink

Musterlosung Serie 11

MODUL-ARITHMETIK

1. (a) Finde das multiplikative Inverse von @ in Z/nZ fiir (a,n) = (2,5), (4,25),
(17, 49).

(b) Bestimme alle Quadrate in Z/nZ fir n = 4,7,17.

(c) Zeige, dass eine Summe zweier Quadrate in Z nicht kongruent zu 3 modulo
(4) ist.

Lésung:
(a) Fiir gegebenes a € Z suchen wir b € Z mit ab = 1 mod (n). Oft findet man
ein solches durch Probieren, indem man ein b sucht, so dass ab nahe bei n

oder einem anderen kleinen Vielfachen von n liegt, und das Ganze eventuell
mit dem Rest wiederholt. Konkret finden wir:

2:2=-1mod (5) = —-2-2=1mod(5) = 2'=-2=3 in Z/5Z

6-4=—1mod (25) = —6:4=1mod (25) = 4 '=-6=19 in Z/25Z
3-17=2mod (49), 25-2=1mod (49), = 17 '=25-3=26 in Z/49Z
Fiir ein allgemeines Schema zur Berechnung des Inversen siehe Aufgabe 3 (f).

(b) Jede ganze Zahl ist kongruent modulo (n) zu einer Zahl @ mit |a| < 5. Wegen
(—a)? = a® geniigt es daher, die Quadrate a? mod (n) zu bestimmen fiir alle
0 < a < 3. Konkret bekommen wir:

a 01 2 a 0123

a’ 01 4 a? 0149

a*mod (4) [0 1 0 a*mod (7) [0 1 4 2
a 0123 4 5 6 7 8
a? 01 49 16 25 36 49 64
Zmod (170 1 4 9 16 8 2 15 13

(c¢) In (b) wurde gezeigt, dass die Quadrate in Z/47 die Kongruenzklassen von
0 und 1 sind. Also sind die Summen zweier Quadrate die Kongruenzklassen
von 0, 1, oder 2, und jedenfalls nicht von 3 modulo (4).



2. Gegeben sei ein endlicher Korper k& der Ordnung 25 mit der Basis 1, a als Vektor-
raum iiber F5 und a? = 3. Setze b := a + 1.

(a) Bestimme a*,a% 0%, b3, b*,b° als Fs-Linearkombinationen von 1, a.
(b) Bestimme b~! als Fs-Linearkombination von 1, a.

(c) Folgere, dass jedes Element von k* eine Potenz von b ist.
Losung:

(a) Wir rechnen

at=3"=9=14

a®=a'a®>=4-3=2
V=(a+1)P=ad"+2a+1=2a+4=2(a+2)

V= (a+1)(20+4) =2d*+6a+4=a
V'=ala+1)=a*+a=a+3

b =00 = a(d+2a) = da +2a* = da + 1 = 4(a + 4).

(b) Wir wissen, dass i, j € F5 existieren mit b~' = ia + j. Dies bedeutet
T = (ia+j)b = (ia+j)(a+1) = ia*+jatiatj = 3i+jatiat+j = (j+i)a+(3i+j).

Durch Koeffizientenvergleich folgt daraus j +¢ = 0 und 3i + j = 1.
dieses linearen Gleichungssystems liefert die eindeutige Losung (i, j) =
Somit ist b=t = 3a + 2.

(c) Wegen b = a ist b° = a? = 3 und folglich b'? = 32 = 4 und b'8 = 33 = 2.
Wegen 0° = 1 ist daher jedes Element von Fy eine Potenz von b. Sodann
hat jedes Element von k \ F; die Form i(a + j) fiir ein ¢ € Fy und ein
J € F5. Die Rechnung in (a) zeigt, dass jedes j € F5 schon unter den Potenzen
b, b, b3, b1, b° auftritt mit einem geeigneten i. Da wir 4 noch beliebig in FZ

abéndern kénnen durch Multiplikation mit ® = a? = 3 oder b'? = a* = 4
oder b'8 = a® = 2, tritt daher jedes Paar (i, j) fiir eine Potenz von b auf.
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3. Mit dem Fuklidischen Algorithmus kann man den grossten gemeinsamen Teiler
zweier natiirlicher Zahlen ag und a; bestimmen und diesen als Z-Linearkombination
von ap und a; ausdriicken. Dafiir nehmen wir a¢¢g > 0 an und konstruieren iterativ
ag, ay, ... wie folgt. Zeige:

(a) Sind ay_; und a bereits konstruiert mit a; > 0, so existieren eindeutige
Ok, Gkr1 € Z mit ag_q = qrag + agp1 und 0 < agyq < ag. (Division mit Rest)

(b) Setze (ug,vp,u1,v1) := (1,0,0,1) und in (a) ausserdem wuyyq := Up_1 — qrUx
und vgiq = vr_1 — Qg fiir alle £ > 1. Dann gilt a = ugag + viay fiir alle k.
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(f)

(2)

Sind ag_; und ay konstruiert, so gilt ggT(ag, a1) = ggT (ag_1, ax).

Es existiert ein k£ mit a; = 0, und fiir dieses gilt
geT(ag,a1) = ay—1 = ug—1a0 + Vg_1a1.
Bestimme ggT(25,12) und ggT(497,284) und ggT(864,124) als Linearkom-

bination der Ausgangszahlen.

Sei p eine Primzahl und a € Z kein Vielfaches von p. Bestimme mit dem
Euklidischen Algorithmus fiir ag := p und a; := a das multiplikative Inverse
von a in I¥),.

Berechne das multiplikative Inverse von 33 in F7; und von 845 in Fggy.

Lésung:

(a)

Wir setzen ¢, := L‘”;:J und agyq1 = ag_1—qrag. Dann gilt ap_1 = qrag+agiq

und 0 < %=L — ¢ < 1, also folgt 0 < apyq < ay.

ag

Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, wir hétten auch ay_; = q,ax +aj,_, mit
/ 3 / / 3 /
0 < ajq < ag. Dann gilt a)_ | — apy1 = ap(qe — q;) mit [ay, — app| < |ag|.
Dies impliziert a,  , = ap,+; und somit ¢, = wie gewiinscht.
p k+1 k+ qy, = 4k,

Fiir k£ < 1 folgt die Aussage aus den Anfangswerten der Folgen. Sei also k > 1
und die Aussage gelte fiir £ — 1 und k. Damit ax,q iberhaupt definiert ist,
muss a; > 0 sein. Dann folgt

Ar+1 = Qp—1 — qrag
= (up—1a0 + vp—101) — qr(Urao + vias)

= (ugp—1 — qrug)ao + (Vk—1 — Q) as.

Also gilt die Formel fiir k+1, und durch Induktion folgt sie fiir alle méglichen &.

Durch Induktion geniigt es zu zeigen, dass ggT (a1, ax) = ggT (ag, axs1) ist
fiir alle £ mit a; > 0. Sei dafiir d irgendein gemeinsamer Teiler von a;_;
und ay. Dann ist d auch ein Teiler von axy; = qrar — ar—1 und somit ein
gemeinsamer Teiler von a; und agyq. Sei umgekehrt d ein gemeinsamer Teiler
von aj und agy1. Dann ist d auch ein Teiler von aj_; = qrax + ax1 und somit
ein gemeinsamer Teiler von a;_; und ag. Insbesondere sind die jeweiligen
grossten gemeinsamen Teiler gleich.

Fir alle £ > 1 mit a; > 0 gilt 0 < axy1 < ax nach Teilaufgabe (a). Da es
keine unendlich strikt absteigende Folge natiirlicher Zahlen gibt, muss der

Prozess also terminieren bei einem k& > 1 mit a; = 0. Fiir diesen Index gilt
dann nach Teilaufgabe (c¢) und (b)

ggT(ap,a1) = ggT(ak_1,ar) = ggT(ar_1,0) = ax_1 = up_1a0 + Vy_101.



(e) Fiir ag := 25 und a; := 12 liefert der Euklidische Algorithmus

K10 1 2
ap 125 12 1
m 2 12
u,| 10 1
ve| 0 1 =2

Also gilt ggT(25,12) =1 und 1 =1-25+ (—2) - 12. Sodann berechnen wir

k 0 1 2 3
ap [ 497 284 213 71
qr 1 1 3
w| 1 0 1 -1
Vg, 0 1 -1 2

Also gilt ggT(497,284) = 71 und 71 = (—1)-49742-284. Schliesslich rechnen

WIr

k] 0 1 2 3 4 5 6
ap | 894 158 104 54 50 4 2
m 5 1 1 1 12 2
wu| 1 0 1 -1 2 -3 38
| 0 1 -5 6 —11 17 —215

Also gilt ggT(158,894) = 2 und 2 = 38 - 894 + (—215) - 158.

Fir ap := p und a; := a ist nach Voraussetzung ggT(p,a) = 1. Nach (d)
liefert der Euklidische Algorithmus also ug_1,vx_1 € Z mit

1 =

ggT(p,a) = up_1p + vp_1a.

Also gilt vx_1a =1 mod (p) und somit @' = 7,1 in F,.
Fiir ag = 71 und a; = 33 liefert der Euklidische Algorithmus

k10 1 2 3 4 5
ar |71 33 5 3 2 1
ar 2 6 1 1 2
wl 0 1 -2 13 —15 28

Somit gilt 33" = 75 = 28 in Fy,. Schliesslich rechnen wir

Kkl 0 1 2 3 4 5 6 7 8§ 9 10

ar | 997 845 152 85 67 18 13 5 3 2 1

a0 1 5 1 1 3 1 2 1 1 2

u| 0 1 —1 6 —7 13 —46 59 —164 223 —387
Somit gilt 845 ' = T1g = —387 = 610.
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*4. Zeige, dass der Euklidische Algorithmus in O(log(a; 4 1))) Schritten terminiert.
Losung: Zuerst zeigen wir:
Behauptung 1: Ist k > 2 und ist ag,; definiert, so gilt 0 < ax41 < ag—1/2.

Beweis: Nach Teilaufgabe 3 (a) gilt ar_1 = qrar + apy1 mit 0 < ap1 < ag, und
wegen k > 2 gilt aus dem gleichen Grund fiir £ — 1 anstatt k auch 0 < a, < aj_;.
Aus der letzten Ungleichung folgt ¢, = La’;;lj > 1 und daraus folgt dann weiter

ag—1 2 Qg + Qg1 > 20541 O
Behauptung 2: Ist £ > 1 und ist ag_q definiert, so gilt 0 < agp_1 < a1/2f_1.

Beweis: Fiir £ = 1 gilt dies tautologisch. Gilt es fiir ¢, so folgt es auch fiir £ 4 1
mit Behauptung 1 fiir £ = 2/. O]

Sei nun k der grosste Index mit a; > 0 und setze ¢ := L%J Im Fall £ > 1ist dann
f>21und 2 —1 < k und somit 1 < ar, < agy—1 < a1/2£—1 nach Behauptung 2.
Dann ist also 27! < a; und daher k < 2¢ < 2log,(2a;). In jedem Fall folgt die
gewiinschte obere Schranke.



