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ERZEUGENDE FUNKTIONEN, INKLUSION UND EXKLUSION

1. (a) Finde fiir £ > 0 eine geschlossene Form fiir die Potenzreihe

3 (7;) xm,

m>k

(b) Bestimme fiir alle n > 0 die Zahlen

Lésung:

(a) Die allgemeine Binomialreihe mit negativen Exponenten zeigt

e (- g (- S (e

€20 €20 m>k

und daher vk
m m
(1— X))+ - Z <k;>X :
m>k

(b) Wir berechnen die erzeugende Funktion mittels der Substitution n = m + k:

w0 g - 3 () - SR

n=0 k>0,n>2k k>0 m>k

Mit (a) folgt daraus

X* 1 X2 \k
FX) =5 —— . xb = ——_. ( )
0 = Y S = S (X
k>0 k>0
1 1 1

1-X 1_X2 — 1-X_X?

1-X

Dies ist dieselbe erzeugende Funktion wie fiir die Fibonacci-Zahlen F},. Daher
gilt f,, = F, fir alle n.



2. Homogene und inhomogene lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten: Finde
einen geschlossenen Ausdruck fiir die Folge . ..

(a) mit ag := a; := 1 und a,, := 4a,,_1 — 4a,_» fir alle n > 2.
(b) mit by := by := 0 und by := 1 und b,, := 2b,_1 + b,_o — 2b,,_3 fiir alle n > 3.

(¢) mit ¢g:= ¢y :=0und ¢, :=2¢,_1 — 2 + 1 fiir alle n > 2.
Losung:
(a) Wir berechnen die erzeugende Funktion:

F(X) = ) X" = 1+ X+ ) (dan1 —4a,5) X"

n=0 n=>2

= 1+ X+ Z 4, X™H — Z 4a,, X2

m>=1 m=0
= 1+ X +4X(F(X) - 1) —4X°F(X).
= 1-3X + (4X —4X*)F(X).
Auflésen nach F' zeigt also
1-3X 1-3X

X) = ITix T axe (1—2X)?

Die Binomialreihe mit dem Exponenten —2 liefert nun

F(X) = (1-3X)-> (k+1)(2X)F

k>0
= ) (k+1)25(X*F — 3XxM)
k>0
= ) (k+1)2°X" = 3n2n X"
k=0 n>1
= ) ((n+1)2" —3n2" ) X"
n=0
- Z 2" (2 —n)X™
n>0

Also erhalten wir a,, = 2"71(2 — n).

(b) Wir berechnen die erzeugende Funktion:

G(X) == > b X" = X+ (2byy +byy — 2,5) X"

n=0 n=3
= X2+ 20, X" Y b, X2 " b, X
m>=2 m>=1 m=0

= X?+2XG(X) + X?G(X) — 2X3G(X).



Auflésen nach G zeigt also

X2 X?
CX) = T (1+X)(1 = X)(1—2X)

Mit der Partialbruchzerlegung und der geometrischen Reihe erhalten wir

N[

1
_"_ 3

GX) = X T1-ox T1_2x

1
6
1+
SE) ST SEEEE) oOOE
n>0

n=0 n=0

(- =14 1M X"

=

nz

o

Also folgt b, = §(—1)" — 2 + 12"

(c) Wir berechnen die erzeugende Funktion:

H(X) == Y X" = ) (251 — coa+1)X"

n=0 n=2
= Z 2e, XM — Z e XM 4 Z X2
m>=1 m=0 m=0
2 X
= 2XH(X)—-X"H(X )
(X) = XPH(X) + =
Auflésen nach H zeigt also
X2 X2

H(X) = (1-2X+X3)(1-X)  (1-X)%

Die Binomialreihe mit dem Exponenten —3 liefert nun

H(X) = Xzz (k —]: Q)Xk; _ XQ'Z (k + 2)2(/€ + 1)Xk, _ Z n(n2— 1)X”.

k>0 n=0

n(n—1) ‘

Also erhalten wir ¢, = =5



*3. Allgemeine lineare Rekursion mit konstanten Koeffizienten: Betrachte d > 0 und
Koeffizienten ¢q,...,cq € C.

(a)

(b)

Zeige, dass fiir jede Folge (a,) in C mit a, = Zle Ciy_; fir alle n > 0
Konstanten \; € C und Polynome P; € C[X] existieren, so dass fiir alle
n > 0 gilt

a, = Z Pi(n) 7.
j=1
Gilt dasselbe fiir jede Folge, die eine inhomogene lineare Rekursion der Form
d s
a, = Z Cillp—i + Z Qr(n) g
i=1 k=1

erfiillt fiir alle n > 0 mit Konstanten py € C und Polynomen @ € C[X]?

Losung:

(a)

Nach der Vorlesung ist die erzeugende Funktion Z@o a, X" die Laurent-
entwicklung einer rationalen Funktion. Nach der Partialbruchentwicklung ist
diese ein Polynom in X und X! plus eine Summe von Termen der Form
¢;j(1 — X\;X)™% mit Konstanten ¢;, \; € C und Exponenten )\; € Z>'. Nach
der Binomialreihe mit negativen Exponenten ist dieser Term gleich

6y (”ﬂ +: 1) X =Yg (”J;ﬁl 1> XXt = 3 Py
n=0 n=0 J n=0

fiir das Polynom P;(X) := ¢; (”J;r)_(; 1). Die Behauptung folgt durch Koeffizi-
entenvergleich. ’

Ja! Wir behaupten, dass jede solche Folge auch eine homogene lineare Re-
kursion wie in (a) erfiillt (mit moglicherweise anderen Werten von d und ¢;),
so dass die Behauptung direkt aus (a) folgt. Um die Behauptung zu zei-
gen, konnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit alle Q) # 0 anneh-
men. Wir machen dann Induktion itber N := 77 (deg(Qy) + 1). Im Fall
N = 0 ist s = 0 und nichts zu zeigen. Andernfalls betrachten wir die Folge
b, = any1 — psa, und rechnen fir alle n > 0

d d d
b, — Z Cibp—i = (Cln+1 - Z Cian+1—i> — Hs (Cln - Z Cibn—i)

=1 =1 i=1

= Z Qr(n+ 1)u™ — pg Z Qr(n)
k=1 k=1

= > (Qu(n+ 1) — mQu(n)) i

k=1



Hier ist jedes Rp(X) := uQr(X + 1) — usQr(X) ein Polynom vom Grad
< deg(Qg), und fiir k£ = s hat es sogar Grad < deg(Qy), weil jede Differenz
der Form (X 4 1)™ — X™ ein Polynom vom Grad < m ist. Also erfiillt die
Folge (by,) eine lineare Rekursion derselben Art mit kleinerem Wert von N.
Nach der Induktionsvoraussetzung erfiillt diese also eine homogene lineare
Rekursion der Form b,, = Zd/ cib,_; fur alle n > 0. Daraus folgt nun aber

=1 "
d’ d’
Un = Pspn1+bn 1 = fs@n 1+ Y Cbp1 i = ps@n 1+ Y i(an_i— prs@n_1_;)
m Hsln—1 n—1 Hslp—1 Yn—1—1 Hsln—1 i \Un—3g Hslp—1—
i=1 i=1

fiir alle n > 0, so dass die Behauptung auch fiir die Folge (a,) gilt. Damit
sind wir fertig.

4. Fiir natiirliche Zahlen k,n sei aj, die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von
{1,...,n}, welche keine zwei aufeinanderfolgenden Zahlen enthalten. Bestimme
a,n, durch Aufstellen einer Rekursionsrelation und Losen derselben mittels erzeu-
genden Funktionen.

Losung: Zunéchst gilt

ap, = 1 firallen >0,
aro = 0 firalle k> 1,
ap = 1 sowie

ag, = 0 fiir alle & > 2.

Sodann gibt es fiir alle £ > 1 und n > 2 zwei disjunkte Moglichkeiten fiir die frag-
liche Teilmenge von {1, ..., n}: Entweder sie ist schon eine k-elementige Teilmenge
von {1,...,n — 1}, oder sie ist die Vereinigung von {n} und einer k-elementigen
Teilmenge von {1,...,n — 2}. Entsprechend gilt somit

Akn = Okn—1 +ak—l,n—2-

Fiir die erzeugende Funktion gilt daher

F o= ) ap, X"

k,n>0
= Y V" XY+ > (a1 + Ghr2) XY
n=0 k>1,n>2
_ Z Y+ XY + Z CkakaYm—H + Z a@ngHYmJ“Q
n=0 k>1,m>1 £>20,m>0
= YVt xy 4 (F- Y vm) v+ XY
n=0 m=0

= 1+ XY +F-(1+XY)Y.

5



Auflésen dieser Gleichung nach F' liefert nun
1+ XY
1-(1+XY)Y

= ) _(1+XY)"ty™

m=0

_ EE: (nq;f 1);xk)/k+nl

m,k>0

k41
= (" +)X’f}/“.
n>k>0
<

Ausserdem ist (”_ZH) = ( fiir alle 0

F =

n < k. Fiir alle k,n > 0 gilt daher
(n —k+ 1)
Akn = L .

. Fiir gegebene natiirliche Zahlen n, m sei X die Menge aller Funktionen

{1,2,...,n} — {1,2,...,m}.
(a) Bestimme die Anzahl s, ,, aller Surjektionen in X.
(b) Bestimme die durchschnittliche Grosse von Bild(f) fiir f € X.

Lésung: Zuerst beachten wir | X| = m”. (Man iiberpriife, dass dies auch richtig
ist fiir m = 0, wo der Zielbereich die leere Menge ist.) Fiir jedes 1 < i < m sei X;

die Menge aller Funktionen f € X mit ¢ ¢ Bild(f).

(a) Die Menge Y aller Surjektionen ist das Komplement von X, N

in X. Um ihre Kardinalitdt zu bestimmen, betrachten wir fiir jede Teilmenge

I C{1,...,m} die Menge
X, = {feX|Viel:i¢Bid(f)}

aller Funktionen {1,2,...,n} — {1,2,...,m} ~ I. Da hier der Zielbereich
die Kardinalitét ist m — |I| hat, gilt | X;| = (m — |I])". Nach dem Satz iiber

Inklusion und Exklusion gilt folglich

Snom = Z (_1)”‘ ’ |XI|

I1C{1,em)

D SRt
1c{1,..m}

- (M)t mn



Mit der Substitution m — r = k erhalten wir die etwas einfachere Formel

Som = > (~1)" <”;) k"

0<k<m

(b) Die durchschnittliche Grosse von Bild(f) fiir f € X ist

%-Z|Bﬂd(f)| = %-\{(f,i){feX, i € Bild(f)}|
fex
_ % > [{rex|ieBun}
1 <is<m
T DR
= ("~ (m—1)")

(1= (1= )",

6. Sei p die Mobiussche Umkehrfunktion. Zeige:

(a) Fir alle n > 1 mit genau k verschiedenen Primfaktoren gilt

S (@) = 2

din
(b) Fiir je zwei Funktionen F,G: R — C gilt

Ve eR:G(z) =Y F(2) < VYzeR: Fz)=)Y un)G(%)

n=1
Lésung:

(a) Sein = p{*---pi* die Primfaktorzerlegung von n mit paarweise verschiedenen
Primzahlen p; und Exponenten a; > 1. Die Teiler von n sind dann die Zahlen
d= plil e pZ‘“ mit Exponenten 0 < b; < a;. Nach Definition der p-Funktion
ist nun |p(d)] = 1, wenn alle b; < 1 sind, und andernfalls p(d) = 0. Die
Anzahl der Tupel (by, ..., by) mit |u(d)] = 1 ist also gleich 2%, woraus direkt
die gewiinschte Formel folgt.



(b) Fiir alle x € R?° rechnen fiir die Implikation ,,=*

L) &

[z) E3
DoumG(E) = Y un) Y F(E) = Y F(5) Y nn) = Flo)

m=1 k=1 nlk

und fiir die Implikation ,,<=*

] l=) %) ]

DF() = XD umGGER) = G X un) = Gl)
n=1 n=1 m=1 k=1 nlk

wobei wir jeweils die Substitution nm = k und die Gleichung >, u(d) = 61,

benutzen.

7. Wir nennen eine Funktion f: ZZ! — C (schwach) multiplikativ, falls fiir alle m, n €
Z7' mit ggT(m,n) = 1 die Gleichung f(mn) = f(m)f(n) gilt. Zeige:

(a) Fiir je zwei multiplikative Funktionen f und ¢ ist auch f % g multiplikativ.

(b) Eine Funktion f ist multiplikativ genau dann, wenn g * f multiplikativ ist.
Lésung:

(a) Seien m,n € Z7! mit ggT(m,n) = 1. Die Teiler von mn sind dann genau die
Produkte de fiir eindeutige Teiler d|m und e|n. Nach der Definition von f x g

gilt also
(fxg)(mn) = Y f(=2)g(de).
djm,e|n
Aus ggT(m,n) = 1 folgt nun aber auch ggT(d,e) = 1 und ggT(%,2) = 1.
Also folgt

(fxg)(mn) = > f(=)f(2)g(d)g(e)

dlm,e|n

= ) f(®)gld) - F(B)g(e)

dlm eln

= (fxg)(m) - (f*g)(n);

also ist f % g multiplikativ.

(b) Da die Mobiussche Funktion g multiplikativ ist, folgt die Implikation ,=*
direkt aus (a). Fiir die Implikation ,,<=“ beachten wir, dass die konstante
Funktion 7(n) := 1 multiplikativ ist. Ist also p * f multiplikativ, so ist nach
der Mobiusschen Umkehrformel und (a) auch f = 75 * (u * f) multiplikativ.



