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THEORIEN UND MODELLE

1. Zur gegenseitigen Korrektur: Schreiben Sie einen etwa halbseitigen Beweis eines
Theorems aus dem ersten Semester mustergiiltig auf. Erkléaren Sie in ein paar
Sétzen, wieso Sie den Beweis gerade so formuliert haben. Strengen Sie sich bei der
Korrektur an, ein paar Details zu finden, die man noch verbessern kann.

2. Sei .Z die Signatur mit einem 2-stelligen Relationssymbol R. Betrachte die .Z-
Séatze:
o1 = Vx:zRx
oy = VaVy: xRy — yRx
o3 = VaVyVz: (zRy ANyRz) — xzRz.

Konstruiere drei Modelle My, Ms und M3, so dass gilt:

(a) M1 |:_|01/\02/\(73
(b) M2 |:0'1/\_'0'2/\0'3
(C) M3 |:0'1/\0'2/\_\O'3



3. Eine Z-Theorie T heisst vollstindig, falls fiir jeden £-Satz o die Aussage (T
o)V (T F —o) gilt.

(a) SeiT eine £-Theorie, welche ein Modell besitzt. Beweise, dass es eine vollstindi-
ge Theorie T gibt, so dass die Inklusion 7" C T gilt.

(b) Sei T eine Z-Theorie, welche ein eindeutiges Modell besitzt. Beweise, dass
die Theorie T vollstindig ist.

(c) Konstruieren Sie eine nicht vollstéandige Theorie.



4. Sei .Z eine Signatur und ® eine Menge von .Z-Formeln. Zeige, dass ® genau dann
konsistent ist, wenn jede endliche Teilmenge davon konsistent ist.

5. Seien .Z = {0, s, +, -} die Signatur und PA das Axiomensystem der Peano-Arith-
metik geméss Kapitel 1 des Halbeisen-Skripts. Wir nehmen an, dass die natiirlichen
Zahlen wirklich existieren und PA folglich konsistent ist.

Sei nun .%, := £ U{c} die um ein neues Konstantensymbol ¢ erweiterte Signatur.
Fiir jede natiirliche Zahl n betrachte die .Z,-Formel

on = —(c=s5...50),
wobei das Symbol s auf der rechten Seite genau n-mal vorkommt.

(a) Zeige, dass das Axiomensystem PA,, := PAU{y; | 0 < i < n} konsistent ist.
(b) Folgere, dass das Axiomensystem PA, := PA U {y; | i > 0} konsistent ist.

(c) Schliesse daraus, dass es ein Modell von PA gibt, welches Elemente ausserhalb
der natiirlichen Zahlen besitzt.



