D-MATH Grundstrukturen FS 2023
Prof. Richard Pink .
Serie 3

MENGENLEHRE NACH ZERMELO-FRAENKEL

1. Zur gegenseitigen Korrektur: Betrachte Mengen x und y.

(a) Beweise, dass eine Menge z existiert mit der Eigenschaft z ¢ x.
(b) Beweise, dass P(z) € z gilt.

(c) Beweise, dass die symmetrische Differenz eine Menge ist:
Ay = {z:(z€axVzey Nz¢gxNy}.
(d) Zeige, dass die folgenden Mengen existieren:

{zNy:zeux} {zNy:z€eux}
{zUy:z€eua} {y~z:z€ex}
Benutze dabei teils das Ersetzungsaxiom und teils nicht.

(e) Sei ' C x x y der Graph einer Funktion f: x — y. Zeige, dass das Bild
{f(a) | a € x} von f eine Menge ist.

(f) Sei R eine Aquivaler}zrelation auf x. Zeige, dass es eine Menge gibt, deren
Elemente genau die Aquivalenzklassen von R sind.

2. Schreibe die folgenden Formeln wie angegeben um.

(a) Eliminiere das Operationssymbol P fiir die Potenzmenge und das Pradikat-
symbol C aus dem Ausdruck VaVy : (x Cy — P(z) C P(y)).

(b) Charakterisiere die Gleichung z Ny = z durch ein dreistelliges Pradikat und
formuliere das Assoziativgesetz (z Ny) Nz =2 N (y N z) damit um.

(c) Verwandle Vz: ({z € x: z ¢ z} ¢ x) in eine Formel ohne Mengenklammern.

(d) Bringe die Definition von w auf die Form z = w <+— ¢(x) fiir eine Formel ¢.
3. Entscheide mit vollstdndigem Beweis, ob es die folgenden Mengen gibt:

(a) Eine Menge M, deren Elemente genau die Mengen mit einem Element sind.

(b) Fiir eine beliebige Menge X die Menge aller endlichen Teilmengen von X.



4. (a) Beweise, dass die Mengen &, {@}, {{@}},... paarweise verschieden sind.

(b) Man ersetze das Paarmengenaxiom durch die Forderung
Vedy:z€ey+— z==x

Zeige, dass diese Forderung zusammen mit dem Axiom der leeren Menge,
dem Extensionalitdtsaxiom und dem Aussonderungsaxiom in einem Modell
erfiillt werden kann, welches nur aus den Mengen @&, {@},{{@}}, ... besteht
mit der Einschrankung der normalen Relation €.



