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MENGENLEHRE NACH ZERMELO-FRAENKEL

1. Zur gegenseitigen Korrektur: Betrachte Mengen x und y.

(a) Beweise, dass eine Menge z existiert mit der Eigenschaft z ¢ x.
(b) Beweise, dass P(z) € z gilt.

(c) Beweise, dass die symmetrische Differenz eine Menge ist:
Ay = {z:(z€axVzey Nz¢gxNy}.
(d) Zeige, dass die folgenden Mengen existieren:

{zNy:zeux} {zNy:z€eux}
{zUy:z€eua} {y~z:z€ex}

Benutze dabei teils das Ersetzungsaxiom und teils nicht.

(e) Sei ' C x x y der Graph einer Funktion f: x — y. Zeige, dass das Bild
{f(a) | a € x} von f eine Menge ist.

(f) Sei R eine Aquivaler}zrelation auf x. Zeige, dass es eine Menge gibt, deren
Elemente genau die Aquivalenzklassen von R sind.
Lésung:
(a) In der Vorlesung wurde besprochen, dass das Fundierungsaxiom x ¢ = impli-
ziert. Also ist z := z eine Menge mit der gesuchten Eigenschaft.

(b) Die Menge z ist eine Teilmenge von x; also gilt = € P(z). Aus P(x) C z folgt
daher z € x, was wie oben dem Fundierungsaxiom widerspricht.

(c) Nach dem Paarmengenaxiom existiert die Menge {z,y}, also existiert nach
dem Vereinigunsaxiom die Menge xUy. Die symmetrische Differenz kann nun
geschrieben werden als

zANy={z€axUy:z¢axVz¢uy}

Nach dem Aussonderungsaxiom ist dies eine Menge.



(d)

Lésung mit dem Ersetzungsaxiom: Fiir beliebige z und w gilt

w=zNy <= Vi:tcw+—tezNtey,

w=zUy < Vi:tcw+—=teczVtey,

w=z\y <= Vi:tcw+—tezA(t€y),
<

wW=Y\z Vi:tew+— (tez)Nt €.

In jedem dieser Félle ist die rechte Seite p(y, z,w) eine Formel, fiir die nach
dem Extensionalitdtsaxiom gilt

VyVz3Alw: o(y, z,w).

Somit definiert ¢ eine Klassenfunktion F'(y, z). Die fragliche Menge ist also
charakterisiert als {F'(y, z) | z € x} und existiert nach dem Ersetzungsaxiom.

Lésung ohne Ersetzungsaxiom: Die fraglichen Mengen zNy und zUy und z\y
und y\ z sind Teilmengen von zUy, und wegen z € x damit auch Teilmengen
von (|Jz)Uy. Daher kénnen wir die gesuchten Menge charakterisieren durch

{w € P((Ux) Uy) ‘ Jdzeux: go(y,z,w)}.

Ihre Existenz folgt somit aus dem Aussonderungsaxiom.

Wir konnen die gesuchte Menge beschreiben durch die Formel
{bey|Jaca: {(ab) €T},

also existiert sie nach dem Aussonderungsaxiom.

Eine Teilmenge y C z ist genau dann eine Aquivalenzklasse von R, wenn
ey, R) = (y# D) A (Va,b€y: aRd)
gilt. Somit ist die Menge aller Aquivalenzklassen beschrieben durch

{y € P(2) | (y, z, R)}.



2. Schreibe die folgenden Formeln wie angegeben um.

(a) Eliminiere das Operationssymbol P fiir die Potenzmenge und das Pradikat-
symbol C aus dem Ausdruck VaVy : (x Cy — P(z) C P(y)).

(b) Charakterisiere die Gleichung = Ny = z durch ein dreistelliges Priadikat und
formuliere das Assoziativgesetz (z Ny) Nz =2 N (y N z) damit um.

(c) Verwandle Vx: ({z € x : z ¢ z} ¢ x) in eine Formel ohne Mengenklammern.

(d) Bringe die Definition von w auf die Form z = w +— ¢(x) fiir eine Formel ¢.
Lésung:

(a) Die Formel = C y wurde definiert als Abkiirzung fiir Vz: (z € x — z € y),
und die Potenzmenge ist charakterisiert durch Yw: (w € P(z) +— w C x).
Setzt man diese Umformungen in den obigen Ausdruck ein, so erhélt man

VeVy: Vz:(z€x— 2z€y)) —
(Vz: Vwrwez—wezr) — Yw:we€ z— wEy)).

(b) Die Gleichung x Ny = z ist dquivalent zu der Formel
o(x,y,z) = Yw: (wexAw € y) +— (wE 2).
Die Formel (zxNy) Nz =2z N (yNz)ist daher dquivalent zu

VuVuVs: (p(@,y,u) Ap(u,z,0) Aoy, z,1) — @(z,1,0))  oder
VuVoVsVt: (o(x,y,u) A p(u, z,0) ANy, z,7) No(x,r,s) — v =125)

(c) Fiir jede Menge y ist die Gleichung y = {z € z : z ¢ 2z} dquivalent zu
Vzi(z€y (z€x Nz ¢2)).
Also lautet die fragliche Formel iibersetzt
VeVy: Vz: (z €y (z€xhNz¢2) —yé¢a.

(d) Die Menge w war definiert als kleinste induktive Menge mit dem Element &.
Eine beliebige Menge x ist induktiv mit dem Element &, falls gilt

po(z) == (@ex)N(Vy: (yex — yU{y} €x)).
Somit ist w eindeutig charakterisiert durch die Bedingung

Vae:x =w— o(x) AVz: (po(z) — w C 2).



3. Entscheide mit vollstdndigem Beweis, ob es die folgenden Mengen gibt:

(a)
(b)

Eine Menge M, deren Elemente genau die Mengen mit einem Element sind.

Fiir eine beliebige Menge X die Menge aller endlichen Teilmengen von X.

Lésung:

(a)

Direkter Beweis mittels der Axiome: Nehmen wir an, die fragliche Menge M
existiert. Fiir jede Menge X ist dann {X} eine Menge nach dem Paarmen-
genaxiom, und da diese genau ein Element besitzt, gilt {X} € M. Nach dem
Vereinigungsaxiom ist X daher ein Element der Menge |J M = {J,,, Y. So-
mit ist |J M eine Menge, die jede Menge als Element enthilt. Insbesondere
ist sie selbst Element von sich, was aber dem Fundierungsaxiom widerspricht.
Somit existiert M nicht.

Aliter durch Variation des Russellschen Paradorons: Nehmen wir an, die
fragliche Menge M existiert. Nach dem Aussonderungsaxiom existiert dann
auch die Menge

N = {XeM |VYeX: X ¢Y}.

Nach dem Paarmengenaxiom existiert nun die Menge { N} und ist damit ein
Element von M. Aus der Konstruktion von N folgt daher

(NYeN < VYE[N}: [N} ¢Y < [N} ¢N.

Damit haben wir einen Widerspruch; also existiert M nicht.

In der Vorlesung wurde besprochen, dass die Menge w = {0,1,2,...} exi-
stiert. Sodann ist eine Menge Y genau dann endlich, wenn ein n € w und
eine surjektive Abbildung f: n — Y existiert. Eine Abbildung f: n — Y
anzugeben ist dquivalent dazu, ihren Graphen anzugeben, das heisst, eine
Teilmenge G C n x Y mit der Eigenschaft

e(G,n,Y) == (Vien3yeY: (i,y) €G).
Weiter ist diese Abbildung genau dann surjektiv, wenn
V(G nY) = (VyeY Jien: (i,y) € G)

gilt. Ausserdem existiert zu jeder Menge die Potenzmenge. Die gesuchte Men-
ge konnen wir also mit dem Aussonderungsaxiom charakterisieren durch

{Y eP(X)|InecwdGePnxY): o(Gn,Y)Ap(G,nY)}



(a) Beweise, dass die Mengen @, {@}, {{@}},... paarweise verschieden sind.

(b) Man ersetze das Paarmengenaxiom durch die Forderung
Vedy:z€ey+— z==x

Zeige, dass diese Forderung zusammen mit dem Axiom der leeren Menge,
dem Extensionalitdtsaxiom und dem Aussonderungsaxiom in einem Modell
erfiillt werden kann, welches nur aus den Mengen @&, {@},{{@}}, ... besteht
mit der Einschrankung der normalen Relation €.

Lésung:

(a) Fiir natiirliche Zahlen n < m sei = die genannte Menge mit n Klammerpaaren
und y diejenige mit m Klammerpaaren. Betrachte die Aussage

On(2) = Fxg... 3z, (g Ex) Ao A (Tt € Tp) A (T € 2).

Dann gilt ¢, (y) aber nicht ¢, (z). Somit ist y # .

(b) Nach Konstruktion gilt das Axiom der leeren Menge sowie das abgeschwéchte
Paarmengenaxiom. Sodann zeigt (a), dass auch das Extensionalitétsaxiom
erfiillt ist. Weiter ist das Aussonderungsaxiom erfiillt, weil jede Teilmenge
einer solchen Menge wieder eine solche Menge ist.



