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REKURSION UND NATURLICHE ZAHLEN

Die Peano-Axiome in der Signatur {0, S, +, -} lauten:

PA,:Vz: Sz #0 PA,:Vz:z+0==x
PA,: Vr,y: (St =Sy —z=1) PA;5: VaVy: 2+ Sy = S(x +y)
PA;: 0(0) A (Vo: (p(z) — ¢(Sz))) — Va: p(z)  PAg:Vr:z-0=0

fiir jede Formel ¢ mit freier Variable x PA;:VaVy:x-Sy=2-y+=x

In Aufgaben 1 und 2 sollen nur diese verwendet werden. Aufgaben 3 und 4 behandeln
die Realisierung der Menge w der natiirlichen Zahlen innerhalb der Mengenlehre.

1. Betrachte die natiirlichen Zahlen

2:=550 und 4:=S55550 und 8:=555555550.
Beweise nur unter Verwendung der Axiome und ohne Induktion die Gleichungen

24+2=4 und 4-2=28.

2. Zur gegenseitigen Korrektur: Wir nehmen an, dass die Kommutativitdt und As-
soziativitdt der Addition von natiirlichen Zahlen schon bewiesen ist mittels der
Peano-Axiome und zeigen die Kommutativitat der Multiplikation. Beweise dafiir:

(a) Fiir alle x und y gilt x + Sy = y + Sz.
(b) Fiir alle z gilt 0- 2z = 0.

(c) Fiir alle z gilt Vy: Sy -z =y -z + x.

)
)
)
(d) Fiir alle z gilt Vy: y-x=z-y.
3. (a) Beweise Vo € w: x ¢ x mit Induktion anstelle des Fundierungsaxioms.
(b) Zeige, dass keine Funktion f: w — w existiert mit Vo € w: f(Sx) € f(z).
)

(c) Erkldre die Bedeutung der Aussage (b) in Worten.

4. Fiir jede Menge X definieren wir rekursiv P°(X) := X und P*"(X) := P(P"(X))
fiir alle n € w. Beweise, dass die Vereinigung

P x)

eine Menge ist.



