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AUSWAHLAXIOM, ZORNSCHES LEMMA, REKURSION

1. Zur gegenseitigen Korrektur: Ein Schnitt einer Funktion f: X — Y ist eine Funk-
tion s: Y — X mit der Eigenschaft f(s(y)) =y fiir alle y € Y. Beweise, dass das
Auswahlaxiom &dquivalent dazu ist, dass fiir jede surjektive Funktion ein Schnitt
existiert.

2. Beweise direkt, dass das Wohlordnungsprinzip das Auswahlaxiom impliziert.

3. Sei < eine Partialordnung auf einer Menge A. Wir sagen, dass eine weitere Par-
tialordnung < auf A die Partialordnung < verfeinert, falls gilt:

Va,be A:a <b—a=b.
Falls sie dazu noch verschieden von < ist, so sagen wir, dass sie < echt verfeinert.
(a) Seien z,y € Amit y £ z und = £ y. Zeige, dass
a=b:=a<bV(ia<zAy<b)

eine Partialordnung auf A definiert, welche < echt verfeinert.

(b) Beweise mit dem Zornschen Lemma, dass jede Partialordnung auf einer Men-
ge A zu einer Totalordnung auf A verfeinert werden kann.

4. Zur Erinnerung: Jede natiirliche Zahl n ist die Menge aller natiirlichen Zahlen
m < n, und das kartesische Produkt A" ist die Menge aller Funktionen n — A.

(a) Gegeben sei eine Funktion F': (J,. {n} x A" — A. Beweise, dass eine
eindeutige Funktion f: w — A existiert, so dass die Rekursionsgleichung
f(n) = F(n, fl..,) fir alle n € w gilt.

Hinweis: Erweitere F' zu einer Klassenfunktion.

(b) Beweise, dass eine eindeutige Funktion f: w — w existiert, so dass die Glei-
chungen f(0) =0 und f(1) =1und f(n+2) = f(n+1)+ f(n) fir allen € w
gelten. Die Funktion f ergibt die sogenannten Fibonacci-Zahlen.

(c) Sei G: wx A — A eine Funktion und ag € A ein Element. Beweise, dass eine
eindeutige Funktion f: w — A existiert, so dass die Rekursionslgeichungen
f(0) =apund f(n+1) = F(n, f(n)) fir alle n € w gelten.

(d) Beweise, dass eine eindeutige Funktion f: w — w existiert, so dass f(0) =1
und f(n+1) = (n+ 1)f(n) fir alle n € w gilt. Die Funktion f wird die
Fakultéit genannt.



