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SCALAR PRODUCTS, BILINEAR FORMS

1. Fiir welche Werte a € R ist fiir x = (i;) und y = (g;) durch

(T,y) = 21y1 + a1y + av2y; + Trays
ein Skalarprodukt auf R? definiert?
2. Sei V' der Vektorraum der reellen Polynome vom Grad < n.
(a) Zeige, dass durch .
X :=L p(t)g(t)e™ dt

ein Skalarprodukt auf V' definiert wird.

n

(b) Bestimme die Matrix des Skalarprodukts beziiglich der Basis 1,z, ..., 2"

3. Sei V = R? mit dem Standard-Skalarprodukt ausgestattet und fiir i = 1,2 sei
v; € V . {0}. Zeigen Sie, dass die Formel

(ur,09) = [[r]] [va| cos(v1, v2),

die den Cosinus eines Winkels definiert, drehinvariant ist. Anders ausgedriickt,
zeigen Sie, dass fiir jede Drehung der Ebene R : V — V gilt

L —

cos(vy, Ug) = cos(Ruvy, Rug),

was wir von einer guten Definition des Winkels zwischen 2 Vektoren erwarten
wiirden.

4. Sei A € Mat,«,(R). Zeige:

(a) Die Matrix AT A ist symmetrisch.
(b) Die Matrix AT A ist positiv definit genau dann, wenn A invertierbar ist.

(c) Es gilt Rang(ATA) = Rang(A).



5. (a) Sei || - | eine Norm auf dem R-Vektorraum V. Zeige, dass die Norm genau
dann von einem Skalarprodukt (-,-) auf V' induziert wird, wenn sie fiir alle
x,y € V die Parallelogrammidentitdt

[z +yl* + & — yl* = 2]=]* + 2]/

erfillt.
(b) Sei V ein endlichdimensionaler R-Vektorraum. Betrachte die folgende Abbil-
dung:
IRIE V - }320
V= (01,02,...,0,) — D |

Zeige, dass ||-||,; eine Norm auf V' definiert, und beweise, dass sie nicht von
einem Skalarprodukt herriihrt.

6. Sei K =R, V = M,,,(K) und betrachte die Abbildung

VXV — K
(A,B) — Tr(ATB).

Zeige, dass sie ein Skalarprodukt auf V' definiert und finde eine orthonormale Basis
beziiglich dieses Skalarprodukts. Die induzierte Norm wird als Hilbert-Schmidt-
Norm bezeichnet. Gib eine Formel fiir die Norm einer Matrix A € V' in Bezug auf
ihre Eintrége an.



