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Serie 21
Gram-Schmidt, Orthogonality

1. Seien K “ R,C undA,B P MnˆmpKq und C P MmˆppKq. Zeige d ie folgenden
Eigenschaften der adjungierten Matrix:

(a) A ` B
T

“ A
T

` B
T
;

(b) For all λ P K, pλAq
T

“ λA
T
;

(c) pA
T

q
T

“ A;

(d) In
T

“ In;

(e) pA ¨ Cq
T

“ C
T

¨ A
T
.

2. Sei K “ R. Betrachte das innere Produkt auf Krxs2, welches definiert wird durch

xp, qy “

ż 1

0

ppxqqpxqdx.

(a) Wende den Gram-Schmidt Algorithmus auf die Basis 1, x, x2 an, um eine
orthonormale Basis von Krxs2 zu erhalten.

(b) Finde eine orthomormale Basis von Krxs2, sodass die Darstellungsmatrix des
Ableitungsoperator p ÞÑ p1 auf Krxs2 zu dieser Basis eine obere Dreiecksma-
trix ist.

3. Minimiere den Abstand zu einer Teilmenge. Seien K ein Körper und V ein
K-Vektorraum. Sei ausserdem U ein endlichdimensionaler Unterraum von V und
schreibe PU : V Ñ U für die orthogonale Projektion auf U . Seien v P V und u P U .
Zeige

||v ´ PUpvq|| ď ||v ´ u|| .
Beweise ausserdem, dass in der obigen Ungleichung Gleichheit gilt genau dann
wenn u “ PUpvq.

4. Finde ein Polynom p mit reellen Koeffizienten und Grad höchstens 5 welches sinpxq

auf dem Invervall r´π, πs so gut wie möglich nähert, im Sinne, dass
ż π

´π

|sinpxq ´ ppxq|2 dx

so klein wie möglich ist.
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Hint. Formuliere dieses Problem um, um Aufgabe 3 zu benutzen.

5. Sei V “ Cpr´1, 1s,Rq der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall r´1, 1s mit dem inneren Produkt

xf, gy “

ż 1

´1

fpxqgpxqdx,

für f, g P V . Sei φ : V Ñ R das lineare Funktional definiert durch φpfq “ fp0q.
Zeige, dass kein g P V existiert, sodass

@f P V : φpfq “ xf, gy

ist.
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6. Sei G “ pV,Eq ein endlicher gerichteter Graph. Genauer, seien V eine endliche
Menge und E Ď tpvinit, vtermq | vinit, vterm P V ^ vinit ‰ vtermu Ď V ˆ V . Wir fassen
V als Menge der Knoten eines Graphen auf, und pvinit, vtermq P E als gerichtete
Kante vinit P V zu vterm P V (wir visualisieren dies, indem wir einen Pfeil zu vterm
an die Kante zeichnen).

Beispiel eines gerichteten Graphen.
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Wir definieren ausserdem Vektorräume RV “ tf : V Ñ Ru und RE “ tφ : E Ñ

Ru, welche wir mit den inneren Produkten

xf1, f2yV “
ÿ

vPV

f1pvqf2pvq, f1, f2 P RV

xφ1, φ2yE “
ÿ

ePE

φ1peqφ2peq, φ1, φ2 P RE

ausstatten. Ausserdem definieren wir T : RV Ñ RE als “kombinatorische Ablei-
tung”: für f P RV und e “ pvinit, vtermq P E, definieren wir

T pfqpeq “ fpvtermq ´ fpvinitq.

Des Weiteren definieren wir S : RE Ñ RV durch

Spφqpvq “
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

φppvinit, vqq ´
ÿ

vtermPV
pv,vtermqPE

φppv, vtermqq.

(a) Zeige T ˚ “ S und berechne T ˚˝T “ S˝T , was wir auch den kombinatorischen
Laplace von G nennen.

(b) Jetzt vereinfachen wir die Situation indem wir nur noch ungerichtete Kanten
betrachten, d.h..

pvinit, vtermq P E ô pvterm, vinitq P E,

und annehmen, dass der Graph d-regular ist (für jedes v P V existieren genau
d Knoten vterm P V mit pv, vtermq P E). Zeige, dass T ˚ ˝T den Eigenwert 0 hat.
Erkläre, warum die geometrische Vielfachheit von 0 mit dem Zusammenhang
von G zu tun hat.
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Single Choice. Es ist jeweis genau eine Antwort richtig.

1. Für welches x P C ist die Matrix A :“

ˆ

x ´x
x x

˙

unitär?

(a) Für alle x P C mit |x|2 “ 1
2
.

(b) Genau für x “ 1?
2
.

(c) Für alle x P C mit x “ ´x.

(d) Für x “ 0.

2. Welche Menge ist ein Unterraum des C-Vektorraums MnˆnpCq?

(a) Die Menge der unitären n ˆ n Matrizen.

(b) Die Menge der Selbstadjungierten n ˆ n Matrizen.

(c) Die Menge der symmetrischen n ˆ n Matrizen.

(d) Die Menge der normalen n ˆ n Matrizen.
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Multiple Choice Fragen

1. Sei A eine hermitesche Matrix. Welche Aussagen sind korrekt?

(a) TrpAq P R.
(b) detpAq P R.
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