Lineare Algebra I/II - Priifungsbeispiel

1. (5 Punkte)

(a) (2 Punkte) Geben Sie die Definition der symmetrischen Gruppe auf » Elementen
S,. Fiir eine Permutation ¢ € S, geben Sie die Definition von sign(c) an. Sie
miissen nicht zeigen, dass sign(o) wohldefiniert ist.

(b) (3 Punkte)Seioc € S,undsei A € M

(K) die Matrix, die aus der Einheitsmatrix

nXxn

I, durch Vertauschen ihrer Zeilen mithilfe der Permutation ¢ entsteht. Beweisen
Sie, dass det(A) = sign(o).

2. (5 Punkte) Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K. Sei T €
End(V') und seien 4,, 4, € K zwei verschiedene Eigenwerte von T'. Bezeichnen wir mit
Eig;(4,) den Eigenraum von A, und mit E\i:gT(/li) den verallgemeinerten Eigenraum von
A;, wobeii =1,2.

(a) (2 Punkte) Beweisen Sie, dass Eig;(4,) N Eigr(4,) = {0} ist.

(b) (3 Punkte) Angenommen, das charakteristische Polynom p,(x) von T zerfillt als
Produkt linearer Faktoren in [K[x]. Beweisen Sie, dass Eig;(4,)N Eig;(4,) = {0}

1st.

3. (10 Punkte) Kreuzen Sie zu jeder Aussage jeweils an, ob sie wahr (W) oder falsch (F)
ist. Korrekte Antworten werden jeweils mit +1 Punkt gewertet, nicht korrekte Antworten
oder keine Antwort mit O Punkten.
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Die Matrix B = \/51- 0 0o |istiiber C diagonalisierbar.

0 0 -3
Jede diagonalisierbare Matrix A € M, ,(K) besteht aus n linear unab-
hingigen Spaltenvektoren.

Jede Matrix A € M, ,(R), deren Eigenwerte alle positiv sind, ist sym-
metrisch.
Fiir jede Matrix A € SO(3) gilt tr(A) < 3.

Sei A € M, ,(C) eine Matrix mit charakteristischem Polynom p ,(x) =
(x+i)*(x— \/5)(x +2). Dann ist A genau dann diagonalisierbar, wenn
dim(Ker(A +il,)) = 2 ist.

Sei f ein Endomorphismus eines Vektorraumes. Dann existiert zu je-
dem Eigenwert von f ein eindeutiger Eigenvektor.

Sei V' ein endlich dimensionaler Vektorraum und V* der Dualraum.
Dann gilt V = V™.



(h) OW [OF Sei V der Vektorraum der stetigen Funktionen f : R — R mit der
Eigenschaft, dass f(x + 1) = f(x) fiir alle x € R. Dann definiert die
Abbildung

1
(f.g) = / f(x)g(x+%)dx
0

ein Skalarprodukt auf V.

(i) (OW [JF Betrachte v, € R? mit ||lv;|| = 1. Dann gibt es genau einen Vektor
v € R3, sodass (v,0,) = lund ||v]| = 1.

(G) OOW [JF Betrachte zwei Endomorphismen f, g eines endlich-dimensionalen eu-
klidischen Vektorraumes. Dann gilt

['g=gfefe=¢/"
4. (14 Punkte) Schreiben Sie Thre Antwort direkt auf das Aufgabenblatt. Sie miissen Thre
Antwort nicht begriinden.

(a) Berechnen Sie die Determinante von
1 -4 22 =2

2 3
A, = i 2/1'1 4/1/12 8/;13 fir A € C. det(A)) =
1 =24 422 -82°

(b) Fiir welche a € C (alle sind anzugeben) ist die Matrix

1 -1 0
A, =|a -1 0] € M;;(C) invertierbar? a €
2 1 «a

(c) Sei A, dasselbe wie in (b), und sei @ so, dass A, invertierbar ist. Berechnen Sie die
Inverse von A,. (Das Ergebnis hingt ab von der Variable «.)

Al =
(d) Bestimmen Sie die Eigenwerte der Matrix
0 -4 6
-3 5 0]|e M;;R). Antwort:
2 -4 1




1 0 3 -3
(e) BsseiA =|-1 a« —2|undb =] 1 |. Bestimmen Sie alle x € R? so dass
2 —a 2 2
Ax = b, wenn a € R~ {0} ist.

X €
(f) Berechnen Sie das Minimalpolynom der Matrix
0O 1 O
A=|1 0 O0]. Antwort:
I -1 1

(2) Sei T : R? — R[x] die eindeutige lineare Abbildung mit 7'(5,2) = 11 + 22x und
T(1,7) =33 — 11x. Bestimmen Sie T'(1,4).

T(1,4) =

5. (10 Punkte) Betrachten Sie die Untervektorraume
1 3
3 5

X
V2={ yleRr?
z

und

x+y+z=0}

von V = R3,

(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Dimensionen von V|, V, und V, N V,.
(b) (3 Punkte) Finden Sie eine Basis von V, N V.

(c) (3 Punkte) Finden Sie eine Basis fiir das orthogonale Komplement von V; N V,
beziiglich des Standardskalarproduktes auf V' = R3.

(d) (2 Punkte) Geben Sie eine lineare Abbildung f : R? — R mit Kern(f) = V;nV,
an.



6. (7 Punkte) Sei M eine endliche nicht-leere Menge und V' := {f : M — K} die Menge
aller Abbildungen in den Korper K. Es ist bekannt, dass V' ein Vektorraum iiber K ist,
wenn er mit den folgenden Operationen ausgestattet wird:

(f+9x) =fx)+gx), Vf,geV,xeM,
(af)(x) :=af(x), VfE€V,aeK,x e M.
(a) (2 Punkte) Bestimmen Sie die Dimension von V.

(b) (3 Punkte) Wihlen Sie ein m € M und zeigen Sie, dass die Menge
U, ={feV]fim=0}

ein Untervektorraum von V ist. Bestimmen Sie ausserdem die Dimension von U,,,.

(¢) (2 Punkte) Bestimmen Sie ein Komplement zu U,, in V'.

7. (10 Punkte) Gegeben seien die komplexen Matrizen

(1 0 (0 1 (0 —i (1 0 B 1 1
%=o 1) T \1 0 2=\ o s=\o -1 —\o 1
(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass das Tupel (o, 0,, 0,,03) eine Basis des komplexen

Vektorraums M, ,(C) der 2 X 2-Matrizen bildet.
(b) (I Punkt) Zeigen Sie, dass die Abbildung

T : M,,(C) — M,,(C)
X = XB - BX

linear ist.

(¢) (3 Punkte) Bestimmen Sie die Darstellungsmatrix der Abbildung 7" beziiglich der
Basis (0, 64, 0,,03).

(d) (4 Punkte) Bestimmen Sie eine Basis von M, ,(C), die T trigonalisiert.



8. (11 Punkte) Sei f ein Endomorphismus eines endlich dimensionalen unitidren Vektor-
raumes (V/, (-, -)) iiber C. Angenommen, es gilt f" = id, fireinn > 1.

(a) (2 Punkte) Zeigen Sie, dass durch

n—1

(v, w)) = Z<f"<v>, fi(w))

ein weiteres Skalarprodukt ({-, -)) auf V" definiert ist.

(b) (2 Punkte) Welche Eigenschaft hat f beziiglich ({-, -))? Folgern Sie daraus, dass f
diagonalisierbar ist.

(¢) (2 Punkte) Zeigen Sie nochmals, mit Hilfe des Minimalpolynoms, dass f diagona-
lisierbar ist.

(d) (5 Punkte) Betrachten Sie den Fall V' = C? mit dem Standardskalarprodukt. Be-
stimmen Sie ((-, -)) und eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren fiir den Endo-
morphismus f : v — Av mit der Matrix

A= (0).

9. (5 Punkte) Sei U und V endlichdimensionale Vektorrdume iiber einem Korper K. Seien
f € End(U) und g € End(}V), und betrachten Sie den Endomorphismus f ® g :
UV — U Q® V. Driicken Sie Spur(f ® g) in Bezug auf Spur(f) und Spur(g) aus.



