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Prof. M. Einsiedler
Prof. P. Biran

Musterlösung Serie 15
Determinante

1. Sei K ein kommutativer Ring mit 1. Für eine 2 ˆ 2 Matrix A über K ist die
Adjunkte von A die 2 ˆ 2 Matrix adjA gegeben durch

adjA “

ˆ

A22 ´A12

´A21 A11

˙

Sei ausserdem det die eindeutige Determinantenfunktion auf 2 ˆ 2 Matrizen über
K. Zeige:

(a) padjAqA “ ApadjAq “ pdetAqI;

(b) detpadjAq “ detpAq;

(c) adj pAtq “ padjAqt.

(At ist die Transponierte von A.)

Lösung : Die obigen Gleichungen können alle durch eine direkte Rechnung gezeigt
werden.

2. (a) Liste explizit alle 24 Permutationen von Grad 4 auf, gebe an, welche ungerade
und welche gerade sind, und nutze dies um die komplette Leibniz-Formel

detpAq “
ÿ

σ

psgnσqAp1, σ1q ¨ ¨ ¨Apn, σnq

für die Determinante einer 4ˆ4 Matrix konkret anzugeben. Bemerke, dass im
Fall n ě 4 die Betrachtung einer Kombination von Diagonalen nicht genug
ist, um ihre Determinante zu bestimmen.

(b) Wie viele geraden Permutationen sind für ein beliebiges n P Ně1 in Sn ent-
halten?

Lösung :

Notation. Wir schreiben pa1a2 ¨ ¨ ¨ arq für den Zykel der Länge r, welcher a1 auf a2,
a2 auf a3, ..., ar´1 auf ar, und ar auf a1 abbildet. Wenn σ1, σ2 zwei Zykel sind,
schreiben wir σ2σ1 für deren Komposition.

(a) Wir zählen wie viele Permutationen welchen Typs wir haben. Dazu bestim-
men wir, welche von diesen gerade oder ungerade sind, indem wir die Anzahl
der Inversionen wie in Abschnitt 4.3 des Skriptes erklärt. Im Folgenden wer-
den ungerade Permutationen mit Asterisk gekennzeichnet.
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• Es gibt
`

4
2

˘

“ 6 Transpositionen: p12q˚, p13q˚, p14q˚, p23q˚, p24q˚, p34q˚;

• Es gibt 4¨3¨2
3

“ 8 3-Zykel: p123q, p213q, p124q, p214q, p234q, p324q, p134q, p314q;

• Es gibt 4!
4

“ 6 4-Zykel: p1234q˚, p1342q˚, p1243q˚, p1324q˚, p1432q˚, p1423q˚;

• Es gibt 6
2

“ 3 Produkte von 2 Transpositionenen, welche weder 3-Zykel
noch 4-Zykel sind: p12qp34q, p13qp24q, p14qp23q. Bemerke, dass diese Ele-
mente Ordnung 2 haben und deswegen weder 3-Zykel noch 4-Zykel sind.

• Ausserdem gibt es die triviale Permutation.

Die Leibnizformel ergibt

detA “ ´ a12a21a33a44 ´ a13a22a31a44 ´ a14a22a33a41 ´ a11a23a32a44

´ a11a24a33a42 ´ a11a22a34a43 ` a12a23a31a44 ` a13a21a32a44

` a12a24a33a41 ` a14a21a33a42 ` a11a23a34a42 ` a11a24a32a43

` a13a22a34a41 ` a14a22a31a43 ´ a12a23a34a41 ´ a13a21a34a42

´ a12a24a31a43 ´ a13a24a32a41 ´ a14a21a32a43 ´ a14a23a31a42

` a12a21a34a43 ` a13a24a31a42 ` a14a23a32a41 ` a11a22a33a44.

(b) Im Fall n “ 1 ist S1 “ tidu. Also ist die Zahl der geraden Permutationen
dann 1.

Für n ě 2 zeigen wir, dass Sn genauso viele gerade wie ungerade Permutatio-
nen hat, indem wir zwischen eine Bijektion zwischen der Menge der ungeraden
und der Menge der geraden Permutationen angeben. Sei σ P Sn und betrachte
pσp1qσp2qq ˝ σ. Dann ist

ppσp1qσp2qq ˝ σqpiq “

$

&

%

σpiq, i P t3, . . . , nu ∖ t1, 2u

σp1q, i “ 2
σp2q, i “ 1

Dann gilt

sgnppσp1qσp2qq ˝ σq “ sgnppσp1qσp2qqq ¨ sgnpσq “ ´ sgnpσq.

Also definiert die Multiplikation mit pσp1qσp2qq eine Abbildung

φ : tgerade Permutationen in Snu Ñ tungerade Permutationen in Snu

σ ÞÑ pσp1qσp2qq ˝ σ

Diese Abbildung ist ihr eigenes Inverses und somit teilt sich Sn in zwei gleich
grosse Mengen der geraden/ungeraden Permutationen. Also gibt es n!{2 ge-
rade Permutationen.

Aliter : Wir zeigen durch Induktion, dass Sn für n ě 2 genau n!
2
gerade Per-

mutationen enthält. Bemerke zunächst, dass S2 genau 1 “
|S2|
2

gerade Per-

mutation (die Identität) und 1 “
|S2|
2

ungerade Permutation (die einzige
nicht-trivale) enthält.
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Sei nun n ą 2. Sei ausserdem σ P Sn und schreibe ai für das Bild von σpiq
für i P t1, . . . , nu. Dann ist

ppannq ˝ σqpiq “

$

&

%

ai, i ‰ n ^ ai ‰ n
n, i “ n
an, ai “ n

Also kann die Permutation pannq ˝ σ als Element σ̃ von Sn´1 angesehen wer-
den, für das gilt

σ “ pannq ˝ σ̃.

Diese Gleichheit zeigt, dass σ̃ durch die Wahl von σ eindeutig bestimmt ist.
Also können wir eine Abbildung wie folgt definieren

φ : Sn Ñ Sn´1

σ ÞÑ φpσq, so dass pan nq ˝ σ “ φpσq.

Diese Abbildung ist surjektiv. Tatsächlich können wir jedes τ P Sn´1 als ein
Element σ von Sn ansehen, welches n auf n schickt. Dann ist

τ “ pnnq ˝ σ ùñ τ “ φpσq.

Ausserdem ist die Abbildung n-zu-1 da für jedes τ P Sn´1, und für jedes
an P t1, . . . , nu, die Permutation pan nqτ P Sn im Urbild von τ liegt.

Schliesslich bemerken wir, dass jede gerade Permutaiton τ P Sn´1 genau
n ´ 1 ungerade Urbilder und ein gerades Urbild (welches jene Permutation
ist, welche wir erhalten, wenn wir τ als ein Bild von Sn ansehen) und jede
ungerade Permutation τ P Sn´1 genau n´1 gerade Urbilder und ein ungerades
Urbild hat. Mit der Induktionshypothese folgt also, dass Sn genau

pn ´ 1q!

2
¨ 1 `

pn ´ 1q!

2
¨ pn ´ 1q “

n!

2

gerade Permutationen hat.

Aliter :Wir haben gezeigt, dass sgn : Sn Ñ t´1, 1u ein Gruppenhomomorphis-
mus ist (die Gruppenoperation auf der Rechten Seite ist durch Multiplikation
definiert). Aus dem ersten Isomorphiesatz folgt

Snäkerpsgnq – t´1, 1u.

Da alle involvierten Gruppen endlich sind, haben sie die gleiche Anzahl von
Elementen und es gilt

2 “

∣∣∣Snäkerpsgnq

∣∣∣ “
|Sn|

|kerpsgnq|
“

n!

|kerpsgnq|
.

Per Definition ist kerpsgnq die Gruppe der geraden Permutationen. Also gibt
es n!

2
gerade Permutationen.
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3. Eine n ˆ n Matrix A heisst trigonal oder Dreiecksmatrix, wenn Aij “ 0 für alle
i ą j gilt oder wenn Aij “ 0 für i ă j gilt. Zeige, dass die Determinante einer
trigonalen Matrix durch das Produkt A11A22 ¨ ¨ ¨Ann seiner diagonalen Einträge
gegeben ist.

Lösung : Sei A eine obere Dreiecksmatrix. Die Leibnizformula liefert

detA “
ÿ

σPSn

sgnpσq

n
ź

i“1

Api, σpiqq.

Da A eine obere Dreiecksmatrix ist verschwindet für eine Permutation σ P Sn, für
die ein i P t1, . . . , nu existiert mit σpiq ă i, das obige Produkt. Also betrachten
wir lediglich solche Permutationen σ für die @i P t1, . . . , nu : σpiq ě i gilt.

Nehme an, dass für eine solche Permutation ein Index i P t2, . . . , nu existiert mit
σpiq ą i, und sei i0 der kleinste Index mit dieser Eigenschaft. Dann bildet σ die
Menge ti0, . . . , nu auf ti0`1, . . . nu ab. Dies ist ein Widerspruch, da σ eine bijektive
Abbildung ist. Also kann eine solche Permutation nicht existieren und wir folgern

detA “ sgnpidq

n
ź

i“1

Api, iq

“

n
ź

i“1

Api, iq.

Aliter : Wir zeigen dies per Induktion n für obere Dreiecksmatrizen. Für n “ 1 ist
die Aussage erfüllt. Für n “ 2 gilt

det

ˆ

Ap1, 1q Ap1, 2q

0 Ap2, 2q

˙

“ Ap1, 1qAp2, 2q.

Nehme nun an, dass die Aussage für jede obere Dreiecksmatrix der Grösse n ´ 1
gilt, wobei n ą 1 ist. Betrachte

A “

¨

˚

˚

˚

˝

Ap1, 1q Ap2, 2q ¨ ¨ ¨ Ap1, nq

0 Ap2, 2q ¨ ¨ ¨ Ap2, nq
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ Apn, nq

˛

‹

‹

‹

‚

Wir berechnen detA, indem wir nach der ersten Zeile entewickeln und unsere
Induktionsvoraussetzung benutzen

detA “ p´1q
2Ap1, 1q ¨ det

¨

˚

˚

˚

˝

Ap2, 2q Ap2, 3q ¨ ¨ ¨ Ap2, nq

0 Ap3, 3q ¨ ¨ ¨ Ap3, nq
...

...
...

0 0 ¨ ¨ ¨ Apn, nq

˛

‹

‹

‹

‚

“

n
ź

i“1

Api, iq.
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4. Sei n P Ně2. Zeige

det

¨

˚

˚

˚

˝

1 x1 x2
1 ¨ ¨ ¨ xn´1

1

1 x2 x2
2 ¨ ¨ ¨ xn´1

2
...

...
...

...
1 xn x2

n ¨ ¨ ¨ xn´1
n

˛

‹

‹

‹

‚

“
ź

1ďiăjďn

pxj ´ xiq.

Bemerkung: Produkte dieser art werden Vandermonde Determinanten genannt
und die obige Matrix wird Vandermonde matrix genannt.

Lösung : Wir beweisen die Formel durch Induktion. Für n “ 2 ist die Formel erfüllt,
da

det

ˆ

1 x1

1 x2

˙

“ x2 ´ x1

gilt. Betrachte nun die n-te Vandermonde Matrix, kurz Vn, und nehme an, dass
die Formel für die n ´ 1-te Determinante bereits bewiesen ist. Wir substrahieren
die erste Zeile von jeder anderen Zeile, was die Determinante nicht ändert, und
entwickeln dann nach der ersten Spalte und erhalten

detVn “ det

¨

˚

˚

˚

˝

1 x1 ¨ ¨ ¨ xn´1
1

0 x2 ´ x1 ¨ ¨ ¨ xn´1
2 ´ xn´1

1
...

...
...

0 xn ´ x1 ¨ ¨ ¨ xn´1
n ´ xn´1

1

˛

‹

‹

‹

‚

“ 1 ¨ det

¨

˚

˝

x2 ´ x1 ¨ ¨ ¨ xn´1
2 ´ xn´1

1
...

...
xn ´ x1 ¨ ¨ ¨ xn´1

n ´ xn´1
1

˛

‹

‚

.

Erinnerung: es gilt die Formel

xm
´ ym “ px ´ yqpxm´1

` xm´2y ` ¨ ¨ ¨ ` xym´2
` ym´1

q.

Für jedes i P t2, . . . , nu, faktorisieren wir die i´1-te Zeile durch pxi´x1q und nutzen
n-Linearität der Determinante um diesen Faktor herauszuziehen. Wir erhalten

detVn “

n
ź

i“2

pxi ´ x1q det

¨

˚

˝

1 x2 ` x1 ¨ ¨ ¨
řn´2

k“0 x
k
1x

n´2´k
2

...
...

...

1 xn ` x1 ¨ ¨ ¨
řn´2

k“0 x
k
1x

n´2´k
n

˛

‹

‚

.

Bemerke, dass

`

1 xi x2
i ¨ ¨ ¨ xn´2

i

˘

¨

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

xm
1

xm´1
1
...
1
0
...
0

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

m
ÿ

k“0

xk
1x

m´k
i .
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Also kann die letzte Matrix als das Produkt der Vandermonde Matrix
¨

˚

˝

1 x2 ¨ ¨ ¨ xn´2
2

...
...

...
1 xn ¨ ¨ ¨ xn´2

n

˛

‹

‚

mit der oberen Dreiecksmatrix
¨

˚

˚

˚

˝

1 x1 x2
1 ¨ ¨ ¨ xn´2

1

0 1 x1 ¨ ¨ ¨ xn´3
1

...
...

...
...

0 0 0 ¨ ¨ ¨ 1

˛

‹

‹

‹

‚

geschrieben werden. Wir benutzen die Induktionshypothese zusammen mit der
Multiplikativität der Determinante und erhalten

detVn “

n
ź

i“2

pxi ´ x1q ¨
ź

2ďjăkďn´1

pxk ´ xjq ¨ 1

“
ź

1ďiăjďn

xj ´ xi.

5. Sei K ein Körper und seien A,B,C,D P MnˆnpKq. Nehme ausserdem an, dass A
und C kommutieren und detA ‰ 0 ist. Zeige

det

ˆ

A B
C D

˙

“ detpA ¨ D ´ C ¨ Bq

Hinweis. Betrachte die Matrix
ˆ

In On

´C A

˙

.

Lösung : Wir berechnen
ˆ

In On

´C A

˙

¨

ˆ

A B
C D

˙

“

ˆ

A B
´C ¨ A ` A ¨ C ´C ¨ B ` A ¨ D

˙

“

ˆ

A B
On ´C ¨ B ` A ¨ D

˙

,

wobei wir benutzt haben, dass A und C kommutieren, um die letzte Gleichheit zu
erhalten. Aus der Multiplikativität der Determinante und einem Resultat aus der
Vorlesung über Blockmatrizen dieser Form folgt

detpInq detpAq det

ˆ

A B
C D

˙

“ detpAq detpA ¨ D ´ C ¨ Bq

ðñ det

ˆ

A B
C D

˙

“ detpA ¨ D ´ C ¨ Bq.
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6. Beweise die folgende Proposition durch Benutzung der Leibniz-Formel:

Proposition. Sei K ein Körper und seien A,B P MnˆnpKq. Dann ist

detpABq “ detpAq ¨ detpBq.

Hint. Bezeichne mit teiu
n
i“1 die Standardbasis von Kn und schreibe die Matrix B

als Liste von Spaltenblöcken:

B “
`

řn
s1“1Bps1, 1qes1 ¨ ¨ ¨

řn
sn“1Bpsn, nqesn

˘

.

Du musst auch das folgende Lemma beweisen:

Lemma. Für alle A P MnˆnpKq und alle σ P Sn gilt

det
`

A ¨ eσp1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσpnq

˘

“ sgnpσq detpAq.

Lösung : Wir schreiben die Matrix B als Liste von Spaltenblöcken

B “
`

řn
s1“1Bps1, 1qes1 ¨ ¨ ¨

řn
sn“1Bpsn, nqesn

˘

.

Wir können so auch das Produkt A ¨ B als Liste von Spaltenblöcken schreiben

A ¨ B “
`

řn
s1“1Bps1, 1qA ¨ es1 ¨ ¨ ¨

řn
sn“1Bpsn, nqA ¨ esn

˘

.

Um die Determinante zu berechnen, entwickeln wir nach jeder Spalte

detpABq “

n
ÿ

s1“1

¨ ¨ ¨

n
ÿ

sn“1

˜

n
ź

i“1

Bpsi, iq

¸

det
`

A ¨ es1 ¨ ¨ ¨ A ¨ esn
˘

Bemerke, dass falls für ein i ‰ j : si “ sj gilt, die si-te Spalte von A mehrere Male
in der letzten Matrix vorkommt. Also verschwindet die Determinante in diesem
Fall. Also müssen wir nur die Tupel ps1, . . . , snq betrachten, für die i ÞÑ si eine
Bijektion ist. Solche Tupel korrespondiren 1-zu-1 zu den Permutationen von Sn,
also können wir die letzte Gleichung schreiben als

ÿ

σPSn

˜

n
ź

i“1

Bpσpiq, iq

¸

det
`

A ¨ eσp1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσpnq

˘

. (1)

Wir benutzen das folgende Resultat um den Beweis zu beenden:

Lemma 1. Für alle A P MnˆnpKq und alle σ P Sn gilt

det
`

A ¨ eσp1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσpnq

˘

“ sgnpσq detpAq.
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Beweis. Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass jede Permutation das Produkt
von Transpositionen ist. Wir beweisen das Lemma per Induktion über die Zahl
r der minimalen Transpositionen in einer Dekomposition von σ. Nehme zunächst
an, dass σ eine Transposition ist. Dann invertiert σ genau 2 Spalten von A. Also
ist, wie wir in der letzen Serie gesehen haben

det
`

A ¨ eσp1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσpnq

˘

“ ´ detA.

Nehme nun an, dass σ das Produkt von r ą 1 Transpositionen ist und schreibe
σ “ τrτr´1 . . . τ1. Schreibe σ1 für τr´1 ¨ ¨ ¨ τ1. Es gilt

det
`

A ¨ eσp1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσpnq

˘

“ det
`

A ¨ eτrσ1p1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eτrσ1pnq

˘

.

Da τr zwei Spalten von
`

A ¨ eσ1p1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσ1pnq

˘

permutiert, folgt

det
`

A ¨ eτrσ1p1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eτrσ1pnq

˘

“ ´
`

A ¨ eσ1p1q ¨ ¨ ¨ A ¨ eσ1pnq

˘

Somit folgt mit der Induktionshypothese das Lemma.

Wir setzen das gerade erhaltene Resultat in (1) ein und erhalten0

detpABq “ detpAq
ÿ

σPSn

sgnpσq

˜

n
ź

i“1

Bpσpiq, iq

¸

“ detpAq detpBq.
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