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Musterlosung Serie 16

CHARAKTERISTISCHES POLYNOM, EIGENVEKTOREN UND EIGENWERTE

3 0 —2
1. Gegeben sei die Matrix A = |2 0 —2 | iiber R.
01 1

(a) Bestimme das charakteristische Polynom von A.
(b) Bestimme die Eigenwerte von A.

(c) Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes ist die Dimension seines Ei-
genraumes. Die arithmetische Vielfachheit eines Eigenwerts ist die Vielfach-
heit des Eigenwerts als Nullstelle des charakteristischen Polynoms. Bestimme
die arithmetischen und geometrischen Vielfachheiten der Eigenwerte.

Lésung:
(a) Wir berechnen mit der Determinantenformel fiir 3 x 3-Matrizen:
X-3 0 2
chars(X) = det (X - I3 — A) = det -2 X 2
0 -1 X—-1
=(X-3)X(X-1)+4+2(X-3)
= X% —4X? +5X —2.

(b) Da das Polynom normiert ist und Koeffizienten in Z hat, sind alle Nullstellen
in @Q schon in Z und Teiler des konstanten Koeffizienten -2 . Probieren liefert
die Nullstelle X = 1. Mit Polynomdivision und erneutem Raten (oder dann
der Mitternachtsformel) folgt

chary (X) = (X — 1) (X? = 3X +2) = (X — 1)*(X - 2).

Daher sind die Eigenwerte A := 1 und Ay := 2.

(c) Die arithmetische Vielfachheit ist die Vielfachheit der Eigenwerte als Nullstel-
le des charakteristischen Polynoms. Deshalb ist die arithmetische Vielfachheit
von A; gleich 2 und von A\, gleich 1. Die geometrische Vielfachheit ist die Di-
mension des Eigenraumes. Fiir den Eigenwert \; betrachte die Matrix

-2 0 2
M-I3—A=1| -2 1 2
0 -1 0



Diese Matrix hat Rang 2, weil die ersten beiden Spalten linear unabhéngig
sind und die letzte Spalte gleich minus der ersten Spalte ist. Der Kern der
zugehorigen linearen Abbildung hat also die Dimension 3 — 2 = 1. Somit
ist die geometrische Vielfachheit von A; gleich 1 . Da der Eigenwert Ao die
arithmetische Vielfachheit 1 hat, ist die geometrische Vielfachheit < 1 und
> 0, also ebenfalls gleich 1 . Aliter: Fiir den Eigenwert Ay betrachte die Matrix

-1 0 2
N Is—A=| -2 2 2
0 -1 1

Diese Matrix hat ebenfalls Rang 2; somit ist die geometrische Vielfachheit
von A9 ebenfalls 3 — 2 = 1.

2. Berechne das charakteristische Polynom, die Eigenwerte und die Eigenvektoren

der folgenden Matrizen iiber Q und iiberpriife, ob die Matrizen diagonalisierbar
sind.

W a=(y 7))

2 2 3
(by B:=|1 2 1
2 =2 1
-4 -3 -1 -7
-3 -1 -1 —4
(€ C=1¢6 4 3 3
3 3 1 6
Lésung:

(a) Die Matrix A hat das charakteristische Polynom
chary(X) = X? - 5X +6 = (X — 2)(X — 3)

und damit die Eigenwerte 2 und 3 , jeweils mit der arithmetischen Vielfachheit
1. Die Eigenrdume F) 4 zum Eigenwert A sind

() (1)

Da fiir jeden Eigenwert von A die geometrische Vielfachheit mit der arithme-
tischen Vielfachheit iibereinstimmt, ist A diagonalisierbar.

(b) Die Matrix B hat das charakteristische Polynom
charp(X) = X? —5X? +2X +8 = (X —4)(X —2)(X +1).

2



und damit die Eigenwerte 4,2.-1, jeweils mit der arithmetischen Vielfachheit
1. Die Eigenrdume sind

8 2 1
E4,B=< 5 >, Ez,B=< 3 >, E—1,B=< 0 >
2 -2 -1

Da fiir jeden Eigenwert von B die geometrische Vielfachheit mit der arith-
metischen Vielfachheit iibereinstimmt, ist B diagonalisierbar.

(c) Die Matrix C' hat das charakteristische Polynom
charg(X) = X* —4X? +3X? +4X —4 = (X — 1)(X + 1)(X —2)%

und damit die Eigenwerte 1, -1, 2 mit den jeweiligen arithmetischen Vielfach-
heiten 1, 1, 2. Die Eigenrdume sind

—1 -1 —1
E1,c=< 1 >, E—1,0=< 9 >> E2,0=< 9 >

1 1 1

Der Eigenwert 2 hat arithmetische Vielfachheit 2, aber geometrische Viel-
fachheit 1. Die Matrix C' ist also nicht diagonalisierbar.

3. Fiir eine beliebige invertierbare n x n-Matrix A driicke das charakteristische Po-
lynom von A~! in Termen des charakteristischen Polynoms von A aus.

Lésung: Es gilt

char -1 (X) = de
d

4. Sei K* der Raum aller unendlichen Folgen in K, und sei K° der Unterraum aller
Folgen, die schliesslich Null werden.

(a) Finde alle Eigenwerte und Eigenvektoren des Endomorphismus
T:K* — KOO, (l‘o,xl,ﬂjg, .. ) = (.ﬁEl,.’L"Q,xg, .. ) .

(b) Tue dasselbe fiir den induzierten Endomorphismus K° — K{°.

(c) Konstruiere einen Endomorphismus von K§° mit den Eigenwerten 0, 1,2, 3, . ..



(d)

Konstruiere einen Endomorphismus von K°, der keine Eigenwerte besitzt.

Lésung:

(a)

Sei = (2i);5 € F' und A € K beliebig mit
Tr = \z

Dann gilt A\z,, = x,4 fiir alle n > 0, woraus mit Induktion z, = A\"x, fiir
alle n folgt. Der Vektor x ist also ein Vielfaches von

vy = (1,)\,)\2,...) # 0

Umgekehrt ist jedes von Null verschiedene Vielfache von vy ein Eigenvektor
von T" zum Eigenwert \. Somit ist jeder Skalar A € K ein Eigenwert von T
mit dem eindimensionalen Eigenraum (vy).

Sei
TO = T|F0 . F0—>F0

die Einschriankung von T auf Fy. Nach (a) ist jeder Eigenvektor zum Eigen-
wert A von Ty gleich cv, fiir ce K*. Aber

cuy = (c,e\, ..., cA", .. )
liegt genau dann in Fy, wenn \ = 0 ist. Also hat Ty den Eigenwert 0 mit dem

Eigenraum (vp) hat und keine weiteren Eigenwerte.

Betrachte die lineare Abbildung

U:Fy— Fo, (Tn),s0 = (0 2n)

n=0

Fiir jedes £ > 0 ist der Vektor vy := (5k’N)n>0 ein Eigenvektor von U zum
Eigenwert k. Da die Menge {v; | k = 0} auch eine Basis von Fj ist, gibt es bis
auf skalare Vielfache keine weiteren Eigenvektoren, also auch keine anderen
Eigenwerte.

Betrachte die lineare Abbildung
M : Fy — Fy, (zo, 71,22, ...) — (0,29, 21, X2, . . .)
Sei = (2,),5, € Fo ein Vektor mit Mz = Az fiir ein A € K. Dann gilt
To=Ax;1 == Nz, = ...

Da ein m > 0 existiert mit xy = 0 fiir alle k = m folgt v =z, = -+ =2, =
0, also x = 0. Der Endomorphismus M hat daher keine Eigenvektoren und
damit auch keine Eigenwerte.



5. Sei A eine nilpotente n x n-Matrix, das heisst eine, fiir die ein m > 1 existiert
mit A™ = O. Zeige, dass der einzige mogliche Eigenwert von A gleich 0 ist. Wann
genau ist 0 ein Eigenwert von A?

Losung: Sei A € K ein Eigenwert von A mit Eigenvektor v. Dann gilt Av = Av,
und durch Induktion folgt A¥v = \*v fiir alle k > 0. Nach Voraussetzung ist dann
Ay = A"y = Ov = 0. Wegen v # 0 folgt daraus A = 0. Also ist A = 0 der einzige
mogliche Eigenwert von A.

Wir zeigen, dass 0 immer ein Eigenwert von A ist. Wenn A invertierbar wire,
wiirde die Matrix A™ das Produkt invertierbarer Matrizen sein, was im Wider-
spruch zu A™ = O steht. Folglich ist A nicht invertierbar. Dies impliziert, dass
(die Abbildung “Linksmultiplikation mit”) A einen nicht-trivialen Kernel hat und
daher 0 ein Eigenwert von A ist.

Aliter: Fiir n > 1 ist AY = I,, # O. Die kleinste natiirliche Zahl m > 1 mit A™ = 0
erfiillt daher A™~! # 0. Es gibt daher einen Vektor v € K™ mit w := A™ v # 0.
Wegen

Aw=A"w=0-w=0

ist dann w ein Eigenvektor zu A mit Eigenwert 0.
6. Seien V ein K-Vektorraum und F,G € End(V). Zeige:
(a) Falls v € V' ein Eigenvektor von F o G zum Eigenwert X ist und G(v) # 0,
dann ist G(v) ein Eigenvektor von G o F' zum Eigenwert \.
(b) Ist V' endlichdimensional, so haben F'o G und G o F' die gleichen Eigenwerte.
(c¢) Gib ein Gegenbeispiel zu (b) an, falls V' nicht endlichdimensional ist.

Lésung:

(a) Sei v € V ein Eigenvektor von F' o G zum Eigenwert A mit G(v) # 0. Dann

gilt
Go F(G(v)) = G(F o G(v)) = G(\v) = AG(v).

Also ist G(v) auch ein Eigenvektor von G o F' zum Eigenwert A.

(b) Sei (A, v) ein Eigenvektor-Eigenwert-Paar von F' o G. Wir unterscheiden die
Fille G(v) # 0 und G(v) = 0.
Wenn G(v) # 0 ist, dann ist A geméB (a) ein Eigenwert von G o F.
Wenn G(v) = 0 ist, dann gilt Av = (F o G)(v) = F(0) = 0. Also ist A =0
und wir miissen zeigen, dass 0 ein Eigenwert von G o F' ist. Dies ist dquivalent

dazu, dass GG o F' einen nicht-trivialen Kernel hat, was genau dann der Fall
ist, wenn G o F' Rang < dim(V') hat. Nun gilt aber

rank(G o F') < min(rank(G), rank(F')) < dim(V),



da G geméafl der Annahme ein Endomorphismus von V' mit nicht-trivialem
Kern ist. Daher ist 0 ein Eigenwert von G o F.

Dies zeigt, dass jeder Eigenwert von F' o G ein Eigenwert von G o F ist. Die
umgekehrte Inklusion ergibt sich durch Vertauschen von G und F' wie oben.

Sei V.= RY := {(a,),,} der Vektorraum aller Folgen in R. Definiere die
linearen Abbildungen F,G : V — V durch

F: (&0, ai, ag, . . ) > (0, ap, ag, as, . . )

G : (ag,a1,as,...) — (a1, ag,...).
Dann ist G o F' die Identitdt mit dem einzigen Eigenwert 1, wohingegen F oG

wegen

(FoG)(1,0,0,---) = (0,0,0,--)

auch 0 als Eigenwert besitzt.



