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Eigenvectors, Eigenvalues

1. Sei in jedem der folgenden Fällen Ti der Endomorphismus von R2, welcher in der
Standardbasis von R2 von Ai repräsentiert wird und sei Ui der Endomorphismus
von C2, welcher von Ai in der Standardbasis von C2 repräsentiert ist. Berechne
für i “ 1, 2, 3 das charakteristische Polynom von Ti und das von Ui, berechne
die Eigenwerte jedes Endomorphismus, und finde für jeden Eigenwert des entspre-
chenden Eigenraums bestehend aus Eigenvektoren.

A1 “

ˆ

1 0
0 0

˙

, A2 “

ˆ

2 3
´1 1

˙

, A3 “

ˆ

1 1
1 1

˙

.

Solution: Es gilt
charT1pXq “ charU1pXq “ XpX ´ 1q.

Also haben T1 und U1 beide die reellen Eigenwerte 0 und 1. Rechnen gibt

EigT1
p0q “

Bˆ

0
1

˙F

R
, EigT1

p1q “

Bˆ

1
0

˙F

R

und gleiches für U1, wobei der Span dann über C statt über R geht.

Im zweiten Fall ist
charT2pXq “ X2

´ 3X ` 5 P RrXs.

In RrXs zerfällt dieses Polynom nicht in Linearfaktoren, also hat T2 keine Eigen-
vektoren. Hingegen gilt für U2 P EndpC2q, dass sein charakteristisches Polynom
charU2pXq P CrXs in Linearfaktoren zerfällt; die Nullstellen sind λ1 “ 1

2
p3` i

?
11q

und λ2 “ 1
2
p3 ´ i

?
11q.

Wir benutzen den folgenden Trick um die Eigenvektoren zu berechnen:

Eigenvektortrick für 2ˆ 2 Matrizen. Sei A eine 2ˆ 2 Matrix und sei λ ein (reeller
oder komplexer) Eigenwert von A. Dann

A ´ λI2 “

ˆ

α β
˚ ˚

˙

ùñ

ˆ

´β
α

˙

ist ein Eigenvektor λ,

unter der Vorraussetzung, dass die erste Zeile von A ´ λI2 nicht Null ist.
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Explanation. Da λ ein Eigenwert ist, hat A´λI2 nicht-trivialen Kern. Daraus folgt,
dass die Zeilen kolinear sind, also ist die zweite Zeile ein komplexes Vialfaches der
ersten.

ˆ

α β
˚ ˚

˙

“

ˆ

α β
γα γβ

˙

, für ein γ P C.

Also ist p ´β
α q ein im Kern enthaltenes Element.

Wir wenden dies auf A2 und λ1 an und erhalten

A2 ´ λ1I2 “

ˆ

2 ´ λ1 3
˚ ˚

˙

was impliziert, dass EigU2
pλ1q von

ˆ

´3
2 ´ λ1

˙

“

ˆ

´3
1
2
p1 ´ i

?
11q

˙

erzeugt wird. Genauso erhalten wir, dass EigU2
pλ2q erzeugt wird von

ˆ

´3
1
2
p1 ` i

?
11q.

˙

Wir gehen bei T3 und U3 genauso wie bei T1 und U1 vor. Deren charakteristisches
Polynom zerfällt in RrXs in Linearfaktoren :

charT3pXq “ charU3pXq “ XpX ´ 2q.

Die Eigenwerte sind also 0 und 2. Berechnungen liefern

EigT3
p0q “

Bˆ

´1
1

˙F

R
, EigT3

p2q “

Bˆ

1
1

˙F

R
.

Gleiches gilt für U3 über C.

2. Sei K ein Körper und V ein endlich-dimensional Vektorraum über K. Ange-
nommen T P EndpV q ist invertierbar. Zeigen Sie, dass für jedes λ P K˚ gilt:
EigT pλq “ EigT´1p1{λq.

Lösung : Dies folgt direkt aus der Definition

EigT pλq “ tv P V | Tv “ λvu

“ tw P V | w “ λT´1wu

“

"

w P V |
1

λ
w “ T´1w

*

“ EigT´1

ˆ

1

λ

˙

.
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Remark. Wir haben nicht die Voraussetzung benutzt, dass V endlichdimensional
ist. Tatsächlich gilt die Aussage im unendlichdimensionalen Fall und folgt aus dem
selben Beweis.

3. Betrachte den R-Vektorraum C8pRq der glatten (also unendlich oft differenzier-
baren) Funktionen über R und die Abbildung

T : C8pRq Ñ C8pRq

f ÞÑ f 1

Berechne die Eigenwerte und die zugehörigen Eigenfunktionen (Eigenfunktion sind
ein Synonym zu Eigenvektoren, wenn der entsprechende Raum aus Funktionen
besteht) von T .

Solution: Für λ P K bekommen wir eine erste Idee für die Lösung, indem wir die
gewöhnliche lineare Differentialgleichung

d fpxq

dx
“ λfpxq

lösen. Es gilt

1

fpxq

d fpxq

dx
“ λ

ùñ

ż

1

fpxq

d fpxq

dx
dx “

ż

λ dx

Indem wir auf der linken Seite u für fpxq substituieren, erhalten wir du “
d fpxq

dx
dx

ż

1

u
du “ λx ` C, C P K

ùñ logpuq “ λx ` C

ùñ logpfpxqq “ λx ` C

ùñ fpxq “ eλx`C .

Also ist die Familie tfpxq “ fp0qeλx | λ P Ku eine Menge von Eigenfunktionen
von T und wir vermuten, dass alle Eigenfunktionen der Form fpxq “ fp0qeλx für
ein λ P K sind.

Um dies zu überprüfen betrachten wir eine Lösung f0 der Differentialgleichung
d fpxq

dx
“ λfpxq und definieren die modifizierte Funktion

g0pxq “ e´λxf0pxq.

Jetzt ist

d g0
dx

pxq “ ´λe´λxf0pxq ` λe´λxf0pxq

“ 0.
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Wir folgern, dass g0pxq konstant ist, also gilt für alle x P R

g0pxq “ g0p0q “ f0p0q ô f0pxq “ f0p0qeλx.

4. Zeige für K “ R, dass K8 keine abzählbare Basis besitzt

Tipp: Benutze den Fact, dass paarweise verschiedene Eigenwerte zu einer Menge
linear unabhängiger Eigenvektoren korrespondieren.

Solution: Sei λ P K und betrachte die Abbildung Lλ :“ p1, λ, λ2, λ3, . . . q. Wir
wenden den Verschiebungsopperator

S : K8 Ñ K8

pa0, a1, a2, a3, . . . q ÞÑ pa1, a2, a3, . . . q

auf Lλ an und bemerken, dass pλ, Lλq ein Eigenvektor-Eigenwert Paar für S ist.
Also hat S eine überabzählbare Anzahl von Eigenwerten weil jedes λ P K einer
ist. Wie wir des Weiteren in der Vorlesung gesehen haben, folgt daraus, dass diese
Eigenwerte verschieden sind, dass die Menge tLλ | λ P Ku linear unabhängig ist.
Mit Aufgabe 5 von Serie 6 folgern wir, dass K8 keine abzählbare Basis hat.

5. (a) Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V , und
sei V “ V1 ‘ . . . ‘ Vr mit f -invarianten Unterräumen Vi. Zeige, dass die
arithmetische bzw. geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts λ P K von f
gleich der Summe der arithmetischen bzw. geometrischen Vielfachheiten von
λ als Eigenwert der Endomorphismen f |Vi

von Vi ist.

(b) Folgere, dass f diagonalisierbar ist genau dann, wenn f |Vi
diagonalisierbar

ist für jedes i.

(c) Seien f und g Endomorphismen desselben endlich-dimensionalen Vektor-
raums V . Zeige, dass f und g simultan diagonalisierbar sind (das heisst,
dass eine Basis aus simultanen Eigenvektoren für f und g existiert) genau
dann, wenn sie miteinander kommutieren und separat diagonalisierbar sind.

Tipp: Um die Rückwärtsimplikation zu beweisen, zeigen Sie zuerst, dass je-
der Eigenraum von f g-invariant ist, d.h. dass g Eigenvektoren von f auf
Eigenvektoren von f im selben Eigenraum abbildet.

Lösung :

(a) Für jedes 1 ď i ď r wähle eine geordnete Basis Bi von Vi. In aufsteigender
Reihenfolge zusammengesetzt ergeben diese eine geordnete Basis B von V .
Die Darstellungsmatrix von f bezüglich B ist dann die Blockdiagonalmatrix
mit Diagonalblöcken MBi

Bi
pf |Vi

q für 1 ď i ď r. Das charakteristische Polynom
von f ist deshalb das Produkt der charakteristischen Polynome von f |Vi

; das
heisst, es gilt

charf pXq “

r
ź

i“1

charf |Vi
pXq (1)

4



Für jedes λ P K ist daher die arithmetische Vielfachheit von λ als Eigenwert
von f gleich der Summe über 1 ď i ď r der arithmetischen Vielfachheit von
λ als Eigenwert von f |Vi

.

Sodann betrachte einen beliebigen Vektor v “ v1 ` ¨ ¨ ¨ ` vr mit allen vi P Vi.
Dann gilt fpvq “ fpv1q` . . .`fpvrq mit allen fpviq P Vi. Da V “ V1 ‘ . . .‘Vr

eine direkte Summe ist, gilt die Gleichung

fpv1q ` . . . ` fpvrq “ fpvq “ λv “ λv1 ` ¨ ¨ ¨ ` λvr

genau dann, wenn fpviq “ λvi ist für alle i. Also gilt

Eigλpfq “

r
à

i“1

Eigλpf |Vi
q

und somit

dimEigλpfq “

r
ÿ

i“1

dimEigλpf |Vi
q.

Daher ist die geometrische Vielfachheit von λ als Eigenwert von f die Summe
über 1 ď i ď r der geometrischen Vielfachheiten von λ als Eigenwert von f |Vi

.

(b) Nach einem Satz der Vorlesung ist ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums genau dann diagonalisierbar, wenn das charakteristische Poly-
nom in Linearfaktoren zerfällt und für jeden Eigenwert die geometrische Viel-
fachheit mit der arithmetischen Vielfachheit übereinstimmt.

Aus der Formel (1) folgt, dass charf pXq genau dann in Linearfaktoren zerfällt,
wenn charf |Vi

pXq in Linearfaktoren zerfällt für jedes i. Sodann betrachte ein
beliebiges λ P K. Dann folgt aus (a) sowie dem Umstand, dass die geome-
trische Vielfachheit stets ď der arithmetischen Vielfachheit ist, dass diese
Vielfachheiten für f genau dann übereinstimmen, wenn sie für jedes f |Vi

übereinstimmen. Also ist f genau dann diagonalisierbar, wenn jedes f |Vi
dia-

gonalisierbar ist.

(c) Angenommen f und g sind simultan diagonalisierbar. Dann sind f und g auch
separat diagonalisierbar. Sei v1, . . . , vn eine Basis von V bestehend aus simul-
tanen Eigenvektoren für f und g zu den Eigenwerten λ1, . . . , λn respektive
µ1, . . . , µn. Für jedes Element

řn
i“1 αivi P V gilt dann

f

˜

g

˜

n
ÿ

i“1

αivi

¸¸

“ f

˜

n
ÿ

i“1

αiµivi

¸

“

n
ÿ

i“1

αiµiλivi

“

n
ÿ

i“1

αiλiµivi “ g

˜

n
ÿ

i“1

αiλivi

¸

“ g

˜

f

˜

n
ÿ

i“1

αivi

¸¸

.

Daraus folgt, dass f und g kommutieren.
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Umgekehrt nehmen wir an, dass f und g kommutieren und separat diagonali-
sierbar sind. Weil f diagonalisierbar ist, existieren Eigenwerte λ1, . . . , λr von
f mit V “

Àr
i“1 Eigλi

pfq. Für jedes 1 ď i ď r und v P Eigλi
pfq gilt wegen

der Kommutativität von f und g:

fpgpvqq “ gpfpvqq “ gpλivq “ λigpvq

und daher ist gpvq P Eigλi
pfq. Die Eigenräume von f sind somit g-invariant.

Weil g diagonalisierbar ist, ist also auch g|Eigλi pfq diagonalisierbar für jedes

1 ď i ď r nach Teil (b). Daher existiert eine Basis Bi von Eigλi
pfq aus

Eigenvektoren von g. Zusammen ist damit B :“ B1 Y ¨ ¨ ¨ YBr eine Basis von
V aus simultanen Eigenvektoren von f und g; daher sind f und g simultan
diagonalisierbar.

6. Seien K ein Körper und V ein n-dimensionaler Vektorraum über K, wobei n ą 0
ist.

(a) Sei T ein diagonalisierbarer Endomorphismus V mit nicht notwendigerweise
verschiedenen Eigenwerten λi für 1 ď i ď n. Zeige

TrpT q “

n
ÿ

i“1

λi und detpT q “

n
ź

i“1

λi.

Für 0 ď k ď n, sei ck der Koeffizient von xk im charakteristischen Polynom
von T . Gibe eine Formel von ck an, die nur von den Eigenwerten von T
abhängt.

(b) Sei B P M2ˆ2pRq diagonalisierbar mit TrpBq “ 0. Zeige detpBq ď 0.

Solution:

(a) Wir können das charakteristische Polynom von T schreiben als

charT pXq “

n
ź

i“1

pλi ´ Xq.

Aus dieser Formel folgt

ck “ p´1q
k

ÿ

ti1,i2,...,in´kuPt1,...,nun´k

ir‰is for r‰s

λi1λi2 ¨ ¨ ¨λin´k

Insbesondere ist

c0 “

n
ź

i“1

λi

cn´1 “ p´1q
n´1

n
ÿ

i“1

λi.
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In der Vorlesung haben wir gesehen, dass c0 “ detpT q und cn´1 “ p´1qn´1TrpT q

sind. Dies zeigt die gewünschte Aussage.

Aliter: Da T diagonalisierbar ist, existiert eine Basis B von V , so dass

rT s
B
B “

¨

˚

˚

˚

˝

λ1

λ2

. . .

λn

˛

‹

‹

‹

‚

ist. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Spur und die Determinante
einer Matrix Basisunabhängig sind, und somit folgt aus einer direkten Rech-
nung

TrpT q “ TrprT s
B
Bq “

n
ÿ

i“1

λi and detpT q “ detprT s
B
Bq “

n
ź

i“1

λi.

(b) Da B diagonalisierbar ist können wir (a) benutzen und erhalten

TrpBq “ 0 ðñ λ1 ` λ2 “ 0 ðñ λ1 “ ´λ2,

wobei λi die Eigenwerte von B sind. Nochmal (a) benutzend erhalten wir

detpBq “ ´λ2
1 ď 0

da λ2
1 ě 0 ist.
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