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EIGENVECTORS, EIGENVALUES

1. Sei in jedem der folgenden Fillen T; der Endomorphismus von R?, welcher in der
Standardbasis von R? von A; reprisentiert wird und sei U; der Endomorphismus
von C?, welcher von A; in der Standardbasis von C? reprisentiert ist. Berechne
fiir ¢ = 1,2,3 das charakteristische Polynom von T; und das von U;, berechne
die Eigenwerte jedes Endomorphismus, und finde fiir jeden Eigenwert des entspre-
chenden Eigenraums bestehend aus Eigenvektoren.

10 2 3 11
(o) 2= (50) a-()

Solution: Es gilt
chary, (X) = chary, (X) = X(X —1).

Also haben T7 und U; beide die reellen Eigenwerte 0 und 1. Rechnen gibt

Eigy, (0) = < @ >R g (1) = < <<1)> >R

und gleiches fiir Uy, wobei der Span dann iiber C statt iiber R geht.

Im zweiten Fall ist
chary, (X) = X? — 3X + 5 e R[X].

In R[X] zerfillt dieses Polynom nicht in Linearfaktoren, also hat T3 keine Eigen-
vektoren. Hingegen gilt fiir U, € End(C?), dass sein charakteristisches Polynom
chary, (X) € C[X] in Linearfaktoren zerfillt; die Nullstellen sind A, = 1(3+14v/11)

und Ay = £(3 —iv/11).
Wir benutzen den folgenden Trick um die Eigenvektoren zu berechnen:

Figenvektortrick fir 2 x 2 Matrizen. Sei A eine 2 x 2 Matrix und sei \ ein (reeller
oder komplexer) Eigenwert von A. Dann

A= = ((j f) = (;ﬁ) ist ein Eigenvektor A,

unter der Vorraussetzung, dass die erste Zeile von A — A5 nicht Null ist.



FExplanation. Da X ein Eigenwert ist, hat A— Al nicht-trivialen Kern. Daraus folgt,
dass die Zeilen kolinear sind, also ist die zweite Zeile ein komplexes Vialfaches der

ersten.
(f: f) = (;; 7%), fiir ein v € C.

Also ist (?) ein im Kern enthaltenes Element.

Wir wenden dies auf A, und A\; an und erhalten

Ay — I — (2—/\1 3)

* *

was impliziert, dass Eig;;, (A1) von

(273) = (s v

erzeugt wird. Genauso erhalten wir, dass Eigy;, (A\2) erzeugt wird von

-3
<%(1 + im))
Wir gehen bei 75 und Uz genauso wie bei 77 und U; vor. Deren charakteristisches
Polynom zerfillt in R[X] in Linearfaktoren :
charg, (X) = chary, (X) = X(X — 2).

Die Eigenwerte sind also 0 und 2. Berechnungen liefern

o= (7)), =),

Gleiches gilt fiir Uy iiber C.

. Sei K ein Korper und V' ein endlich-dimensional Vektorraum {iber K. Ange-
nommen 7 € End(V) ist invertierbar. Zeigen Sie, dass fiir jedes A € K* gilt:

Eigy(A) = Eigp1(1/A).
Losung: Dies folgt direkt aus der Definition

Eigr(A) ={veV | Tv = \v}
={weV|w=A\T"w}

1
z{weV\szle}

1

2



Remark. Wir haben nicht die Voraussetzung benutzt, dass V' endlichdimensional
ist. Tatséchlich gilt die Aussage im unendlichdimensionalen Fall und folgt aus dem
selben Beweis.

. Betrachte den R-Vektorraum C®(R) der glatten (also unendlich oft differenzier-
baren) Funktionen iiber R und die Abbildung

T: C*R) — C*R)
foo-f
Berechne die Eigenwerte und die zugehorigen Eigenfunktionen (Eigenfunktion sind

ein Synonym zu Eigenvektoren, wenn der entsprechende Raum aus Funktionen
besteht) von T'.

Solution: Fir A € K bekommen wir eine erste Idee fiir die Losung, indem wir die
gewoOhnliche lineare Differentialgleichung

df(z) _
Mz rw
l6sen. Es gilt
; df@)

flz) dz
ffl R r=[aae

Indem wir auf der linken Seite w fiir f(z) substituieren, erhalten wir du =

d f(z)
T dzx

flduz)\x+0, CeK

—  log(u) =z +C
() =X+ C

ex\x-‘rC'.

= log(f
— fl@) =
Also ist die Familie {f(z) = f(0)e* | A € K} eine Menge von Eigenfunktionen

von T und wir vermuten, dass alle Eigenfunktionen der Form f(z) = f(0)e’® fiir
ein A € K sind.

Um dies zu iiberpriifen betrachten wir eine Losung fy der Differentialgleichung
%(;) = Af(z) und definieren die modifizierte Funktion

go(w) = e fo(w).

Jetzt ist

S0 ) = A o) + A fofa)
= 0.



5.

Wir folgern, dass go(z) konstant ist, also gilt fiir alle z € R
go(x) = 90(0) = fo(0) = fo(x) = fo(0)e".

Zeige fir K = R, dass K™ keine abzéhlbare Basis besitzt

Tipp: Benutze den Fact, dass paarweise verschiedene Eigenwerte zu einer Menge
linear unabhéngiger Eigenvektoren korrespondieren.

Solution: Sei A € K und betrachte die Abbildung Ly := (1, A\, A%, A\3,...). Wir
wenden den Verschiebungsopperator

S K* — K*
(CLO,CLl,CLQ,a{g,...) = (a17a27a’37“')

auf L, an und bemerken, dass (A, L)) ein Eigenvektor-Eigenwert Paar fiir S ist.
Also hat S eine iiberabzéhlbare Anzahl von Eigenwerten weil jedes A € K einer
ist. Wie wir des Weiteren in der Vorlesung gesehen haben, folgt daraus, dass diese
Eigenwerte verschieden sind, dass die Menge {L, | A € K} linear unabhéngig ist.
Mit Aufgabe 5 von Serie 6 folgern wir, dass K* keine abzidhlbare Basis hat.

(a) Sei f ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V', und
sei V =V ®... 80V, mit f-invarianten Unterrdumen V;. Zeige, dass die
arithmetische bzw. geometrische Vielfachheit eines Eigenwerts A € K von f
gleich der Summe der arithmetischen bzw. geometrischen Vielfachheiten von
A als Eigenwert der Endomorphismen f|y. von V; ist.

(b) Folgere, dass f diagonalisierbar ist genau dann, wenn f|y. diagonalisierbar
ist fiir jedes 1.

(c) Seien f und g Endomorphismen desselben endlich-dimensionalen Vektor-
raums V. Zeige, dass f und g simultan diagonalisierbar sind (das heisst,
dass eine Basis aus simultanen Eigenvektoren fiir f und g existiert) genau
dann, wenn sie miteinander kommutieren und separat diagonalisierbar sind.

Tipp: Um die Riickwértsimplikation zu beweisen, zeigen Sie zuerst, dass je-
der Eigenraum von f g-invariant ist, d.h. dass ¢ Eigenvektoren von f auf
Eigenvektoren von f im selben Figenraum abbildet.

Lésung:

(a) Fiir jedes 1 < ¢ < r wihle eine geordnete Basis B; von V. In aufsteigender
Reihenfolge zusammengesetzt ergeben diese eine geordnete Basis B von V.
Die Darstellungsmatrix von f beziiglich B ist dann die Blockdiagonalmatrix
mit Diagonalblécken M BB;'( flv;) fiir 1 < ¢ < r. Das charakteristische Polynom
von f ist deshalb das Produkt der charakteristischen Polynome von f|y;; das
heisst, es gilt

r

char;(X) = Hcharﬂvi (X) (1)

i=1



Fiir jedes A € K ist daher die arithmetische Vielfachheit von A\ als Eigenwert
von f gleich der Summe iiber 1 < ¢ < r der arithmetischen Vielfachheit von
A als Eigenwert von f|y;.

Sodann betrachte einen beliebigen Vektor v = vy + - - - 4+ v, mit allen v; € V;.
Dann gilt f(v) = f(v1)+...+ f(v,) mit allen f(v;) € V;. DaV =Vi®...®V,
eine direkte Summe ist, gilt die Gleichung

fo))+...4+ flv,) = f(v) = v =Xvy + -+ + I,

genau dann, wenn f(v;) = A\v; ist fur alle 7. Also gilt

Vi)

Eig,\(f) = (‘B Eig/\(f
i=1

und somit

dim Eig,(f) = ). dimEig,(f|v;).
i=1
Daher ist die geometrische Vielfachheit von A als Eigenwert von f die Summe
iiber 1 < ¢ < r der geometrischen Vielfachheiten von A als Eigenwert von f|y;.

Nach einem Satz der Vorlesung ist ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen
Vektorraums genau dann diagonalisierbar, wenn das charakteristische Poly-

nom in Linearfaktoren zerfillt und fiir jeden Eigenwert die geometrische Viel-
fachheit mit der arithmetischen Vielfachheit iibereinstimmt.

Aus der Formel (1) folgt, dass char;(X) genau dann in Linearfaktoren zerfallt,
wenn chary, (X) in Linearfaktoren zerfillt fiir jedes i. Sodann betrachte ein
beliebiges A € K. Dann folgt aus (a) sowie dem Umstand, dass die geome-
trische Vielfachheit stets < der arithmetischen Vielfachheit ist, dass diese
Vielfachheiten fiir f genau dann tibereinstimmen, wenn sie fiir jedes fl|y,
iibereinstimmen. Also ist f genau dann diagonalisierbar, wenn jedes f|y, dia-
gonalisierbar ist.

Angenommen f und g sind simultan diagonalisierbar. Dann sind f und g auch
separat diagonalisierbar. Sei vy, ..., v, eine Basis von V' bestehend aus simul-
tanen Eigenvektoren fiir f und g zu den Eigenwerten A,...,\, respektive
[ - s fy. Fiir jedes Element )" | ayv; € V' gilt dann

f <9 (2 ai”z’)) = f <Z aiMi”z’) = Z%M)\ivi

= i%/\iﬂm = 4g (i Oéz’>\ﬂ)1;> = 4g (f (i Oém)) .
i=1 i=1 i=1

Daraus folgt, dass f und g kommutieren.



Umgekehrt nehmen wir an, dass f und g kommutieren und separat diagonali-
sierbar sind. Weil f diagonalisierbar ist, existieren Eigenwerte Ay, ..., A, von
fmit V= @,_, Eigy (f). Fiir jedes 1 < i <7 und v € Eig, (f) gilt wegen
der Kommutativitdt von f und g:

flg(v)) = g(f(v)) = g(\iv) = Nig(v)

und daher ist g(v) € Eigy (f). Die Eigenrdume von f sind somit g-invariant.
Weil g diagonalisierbar ist, ist also auch 9|Eigxi( ) diagonalisierbar fiir jedes
1 < i < r nach Teil (b). Daher existiert eine Basis B; von Eigy (f) aus
Eigenvektoren von g. Zusammen ist damit B := By U --- U B, eine Basis von
V' aus simultanen Eigenvektoren von f und g; daher sind f und g simultan
diagonalisierbar.

6. Seien K ein Korper und V ein n-dimensionaler Vektorraum iiber K, wobei n > 0
ist.

(a) Sei T ein diagonalisierbarer Endomorphismus V' mit nicht notwendigerweise
verschiedenen Eigenwerten \; fiir 1 < ¢ < n. Zeige

Te(T) = Z/\i und det(T') = H)\Z-.

i=1 i=1
Fiir 0 < k < n, sei ¢, der Koeffizient von 2* im charakteristischen Polynom
von T'. Gibe eine Formel von ¢, an, die nur von den Eigenwerten von T

abhéngt.
(b) Sei B € Myy2(R) diagonalisierbar mit Tr(B) = 0. Zeige det(B) < 0.

Solution:

(a) Wir konnen das charakteristische Polynom von 7" schreiben als

n

chary(X) = | [(\i = X).

i=1
Aus dieser Formel folgt
Cr = (_1)k Z )‘il/\iz T )\infk

{il:i27--~7in71€}€{17~--’n}n_k
i-#1s for r#s

Insbesondere ist

n
Coy = 1_[ )\z
i=1



In der Vorlesung haben wir gesehen, dass ¢q = det(T) und ¢,y = (—=1)"! Tx(T)
sind. Dies zeigt die gewiinschte Aussage.

Aliter: Da T diagonalisierbar ist, existiert eine Basis B von V/, so dass
A
A2
An

ist. In der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Spur und die Determinante
einer Matrix Basisunabhéngig sind, und somit folgt aus einer direkten Rech-
nung

To(T) = Te([T15) = D, A and  det(T) = det([T]5) = | [ M-
i=1 i=1
Da B diagonalisierbar ist kénnen wir (a) benutzen und erhalten
Tr(B) =0<= AN+ A =0 < \; = =)\,
wobei \; die Eigenwerte von B sind. Nochmal (a) benutzend erhalten wir

det(B) = =\ <0

da A} > 0 ist.



