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GRAM-SCHMIDT, ORTHOGONALITY

1. Seien V ein endlichdimensionaler euklidischer Vektorraum und S < V ein Ortho-
normalsystem. Zeige, dass sich S zu einer Orthonormalbasis von V' ergénzen lésst.

Lésung: Schreibe S = {vy,...,v,} und ergénze (vi,...,v,) zu einer geordne-
ten Basis (vy,...,v,) von V. Wende Gram-Schmidt-Orthogonalisierung darauf an
mit dem Resultat (by,...,b,). Die Konstruktion impliziert dann (by,...,b,) =
(v1,...,vn); folglich ist {by, ..., b,} eine Orthonormalbasis von V', welche S enthilt.

Aliter: Nach Annahme ist S eine Orthonormalbasis des Unterraums U := {S).
Da V endlich-dimensional ist, gilt V = U @ U*. Dabei ist U+ wieder endlich-
dimensional und besitzt daher eine Orthonormalbasis T. Nach der Vorlesung ist
dann S U T eine Orthonormalbasis von V.

2. Sei A€ Myxn(R). Zeige:
(a) Die Matrix AT A ist symmetrisch.
(

(c) Es gilt Rang(AT A) = Rang(A).

(d) Angenommen A ist symmetrisch und hat die Paare (A1, v;) und (Ao, vy) als
Eigenwert-Eigenvektor, sodass A1, Ay # 0 gilt. Zeige, dass falls A\; # \g ist,
dann vy 1 vy gilt.

)

b) Die Matrix AT A ist positiv definit genau dann, wenn A invertierbar ist.
)
)

Lésung: Aussage (a) folgt aus der Rechnung (AT A)T = AT(AT)T = AT A.

Fiir den Rest berechnen wir zur Vorbereitung fiir jedes v € R”
(%) vl (ATA) v = (WTAT) Av = (Av)TAv = ||Av|?,

wobei || || die iibliche euklidische Norm auf R™ ist.

Ist nun A invertierbar, so folgt Av # 0 und somit v* - (ATA) - v = ||Av|? > 0;
also ist AT A positiv definit. Ist umgekehrt AT A positiv definit, so folgt ||Av|* =
vT- (AT A)-v > 0 und daraus Av # 0. Also hat die lineare Abbildung L4 : R™ — R",
v — Av den Kern Null, und daher ist A invertierbar. Damit ist (b) bewiesen.
Fiir (c) behaupten wir zunéchst: Kern(Ly) = Kern(L g7 4).

Beweis: Fiir alle v € R® mit Av = 0 gilt auch ATAv = AT0 = 0; also haben
wir die Inklusion ,=“. Umgekehrt sei ATAv = 0. Aus (x) folgt dann [|Av|* =
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vl - (ATA) - v = vT0 = 0. Da die euklidische Norm positiv definit ist, folgt daraus
Av = 0, also v € Kern(L4). Dies zeigt die Inklusion ,,o¢, und wir sind fertig. ¢.e.d.

Aus der Behauptung folgt schliesslich
Rang(A) = dimBild(L4) = n — dimKern(Ly)
= n—dimKen(Lyr,) = dimBild(Lyr,) = Rang(ATA).
Um (d) zu beweisen berechnen wir einerseits
(Avy, Avg) = (A1, AgUg) = A1 Aa{v1, U2,
und andererseits
(Avy, Avy) = vt At Avy = vi A%vy = N2vtuy = A2(vy, vy),
wobei wir in der zweiten Gleichung benutzt haben, dass A symmetrisch ist. Also
ist
Aa(A2 — A1) vy, v9) =0 = vy L 0o,
da per Annahme \; # Ay und Ay, Ay # 0 gelten.

. Berechne eine Zerlegung A = QR der Matrix

-1 1 -1
A= 2 0 1
-2 1 0

in eine orthogonale Matrix () und eine rechte obere Dreiecksmatrix R. Verwende
diese Zerlegung, um das lineare Gleichungssystem Az = b fiir b = (0,3, —3)T zu
16sen.

Losung: Mit dem Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren findet man die ge-
suchten Matrizen

~1/3 2/3 —2/3 3 -1 1
Q=1 2/3 2/3 1/3 und R=(0 1 O
-2/3 1/3 2/3 0 0 1

Durch Multiplikation der Gleichung Ax = QQ Rz = b von links mit der invertierba-
ren Matrix Q' = Q7 erhilt man das dquivalente Gleichungssystem Rz = QTb =
(4,1,—1)". Da R obere Dreiecksgestalt hat, erhiilt man hieraus schnell die Losung
r=(2,1,-1)T.

. Ein Unterraum U von R? mit dem Standardskalarprodukt sei aufgespannt von den
beiden Vektoren vy = (1,1,1)" und vy = (0,2,1)7.

(a) Bestimme je eine Orthonormalbasis von U und von U+.
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(b) Berechne die Darstellungsmatrizen der orthogonalen Projektionen R?® — U
und R? — U+ begziiglich der Standardbasis von R? und der jeweiligen Basis
aus (a).

Losung:
(a) Ein einfacher Weg, Orthonormalbasen von U und U+ gleichzeitig zu bestim-
men, ist die Anwendung der Gram-Schmidt-Orthonormalisierung auf die Vek-

toren vy, vy sowie einen zusitzlichen Vektor v3 € R3, der die beiden zu einer
Basis ergéinzt, beispielsweise vz = (1,0,0)7. Man erhilt damit

1 1 1 -1 1 I

wy = —= ) we=—7=11 1, Wy = ——

v g vl NAR

Also ist (wy,ws) eine Orthonormalbasis von U und wj eine von U7Z.

Alternativ ermittelt man mit Gram-Schmidt fiir die Vektoren (v, vy) eine
Orthonormalbasis (wy,wy) von U, und 16st unabhéngig davon das lineare
Gleichungssystem (vy,w) = (vy,w) = 0 um einen Basisvektor u’ von UT zu
bestimmen, so dass dann w3 := u//||u/| eine Orthonormalbasis von U7 ist

(b) Die orthogonale Projektion von R? auf U ist gegeben durch die Formel
v — {(wy, vywy + (we, V)Ws.

Thre Darstellungsmatrix beziiglich der Standardbasis (ey, €2, e3) von R? und
der Basis (wq,ws) von U ist gleich

T 1/v/3 1/4/3 1/4/3
(et = o™ = (130 1 57):

Analog erhilt man fiir die orthogonale Projektion von R? auf U+ die Matrix
(<€j’ w3>)1<j<3 - wg = (1/\/6 1/\/6 _2/\/6) :

5. Fiir jeden der folgenden Vektorrdume V' mit dem Skalarprodukt ¢-, -) soll die Menge
U+ fiir die gegebene Teilmenge U gefunden werden.

(a) Betrachte zuerst

Vi= {(ao,aha?v"') | Z |an|2 < OO}? <(an)n 07 n 0> Z

Uy ={(an)y_g €V |3IN = 0sodass Vm = N : a,, = 0}



(b) Zweitens betrachte

Vo= C(0.1)), (fog) = f f(z) - gla)d,

1/2
ng{feV|J0 f(:):)d:):z()}.

Solutions:

(a)

Fiir i € Zs schreiben wir s fiir die Folge, deren Elemente alle 0 sind, ausser
dem i-ten Element, welches 1 ist. Fiir alle i € Zsq ist dann s e U. Sei
b= (bn)nez-, € UL. Per Definition gilt fiir jedes i € Z-g

w .
Db =0 < b=0
n=0

Da dies fiir alle Indizes @ gilt, folgt b = 0y. Da b ein beliebiges Element von
U+ ist, erhalten wir U+ = {0y }.

Bemerke zuniichst, dass jede Funktion h € UL auf [1/2,1] verschwindet. Um
dies zu sehen nehme an, dass h € UL nicht auf [1/2,1] verschwinde. Aus
der Stetigkeit von h folgte dann die Existenz von zy € (1/2,1) und n € N
so, dass h sein Vorzeichen im Intervall (zg — 1/n,z¢ + 1/n) nicht dndert und
sodass dieses in (1/2, 1) enthalten wére. Sei fy die stiickweise lineare Funktion
definiert durch

0, ze[0,z0— 1]

fox) =1 n, z=ux
0, ze€ [x0+%,1]

Beispiel fiir h(z) = 522, rg = 3/4, n = 5.

— h(x)
1= fo(x)
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Dann wire fy € U. Es folgte

J%0+Unjb@tﬂmzﬁdx

zo—1/n

Ll fo(z)h(x)dx

> 0,

da der Integrand sein Vorzeichen [xo — %,xo + %] in nicht wechselte. Dies
wire ein Widerspruch zu h e U*.

Als niichstes zeigen wir, dass jedes g € U+ auf [0, 1/2] konstant ist. Seien a, b €
(0,1/2) mit a < b. Dann existiert N(a,b) € N, sodass fiir alle ganzahligen n >
N(a,b) die stiickweise lineare Funktion f,, definiert wie folgt in V' enthalten
ist:

0, ze [0, a— %]

n, r=a
falz) =4 0, wela+b—7]
-n, x=>0

0, ze[b+1,1/2]
Da das Integral von f, auf [0,1/2] trivial ist, gilt f, € U. Sei g € U*. Dann

1St
1/2 a+1/n b+1/n
L f(@)ga)dz =0 = (m@mmw=—j f(2)g(x)d.

a—1/n b—1/n

Im Fall n — 400 konvergiert die zweite Gleichung zu g(a) = ¢g(b). Wir zeigen
die Konvergenz der linken Seite der entsprechenden zu g(a) (die Konvergenz
rechte Seite ldsst sich dhnlich zeigen). Da g in a stetig ist, existiert fiir alle
g > 0ein § > 0, sodass

[z —a| <6 = |g(z) —g(a)| <e.

Sei nun n so, dass 1/n < §. Wir erhalten

jﬁwﬁ@mwMHJHanmwm

a—1/n a—1/n

a+1/n

_ j fo(@)(9(x) — g(a))da

a—1/n

N

a+1/n
f fulz) l9(z) — g(a)| da

a—1/n
a+1/n

< ip@ld
a—1/n

= é‘,



wobei wir benutzt haben, dass f, auf [a — 1/n,a + 1/n] zu 1 integriert, um
die letzte Gleichung zu erhalten. Wenn wir € gegen 0 gehen lassen, zeigt dies
die gewiinschte Konvergenz.

Da g stetig ist und a und b beliebig gewihlt waren, muss g auf [0, 1/2] konstant
sein. Da g auf [1/2, 1] verschwindet folgt aus seiner Stetigkeit, dass g auf dem
Intervall [0, 1] verschwindet. Also ist UL = {0y }.

6. Fiir einen endlich-dimensionalen euklidischen Vektorraum (V,{, )) betrachte den
Isomorphismus

0: V- V*:= Homg(V,R), v— 0(v) := (v, -).

(a) Zeige, dass genau ein Skalarprodukt ( , »* auf V* existiert, so dass J eine
Isometrie ist.

(b) Sei B eine geordnete Basis von V', und sei B* die zugehorige duale Basis
von V*. Gib die Darstellungsmatrix von ( , )* beziiglich B* in Termen der
Darstellungsmatrix von { , ) beziiglich B an.

Lésung:
(a) Die Abbildung ¢ ist eine Isometrie fiir das gesuchte Skalarprodukt (, »* genau

dann, wenn gilt:
Yo,we V: (0(v),0(w))* = (v,w). (1)

Da § bijektiv ist, existiert genau eine Abbildung {, )* mit dieser Eigenschaft.
Definieren wir also {, )* durch die Beziehung (1) oder, dquivalenterweise,

durch
O = 67NN, 07 ()

fiir alle A\, u € V*, so folgt aus der Linearitit und Injektivitit von 6!, dass
dies ein Skalarprodukt auf V* mit der gewiinschten Eigenschaft definiert.

(b) Sei B = (vq,...,v,) eine geordnete Basis von V' und

= [(D)s = (waw),,

die Darstellungsmatrix von ¢ , ) beziiglich B. Dann ist §(B) := (§(v1),...,0(vy))
eine geordnete Basis von V*, und nach Konstruktion ist die Darstellungsma-
trix von (, )* beziiglich §(B) gleich

[ lsmy = (O(wa), 6(03))7), 5 = (vivp),; =

*

Sodann sei B* = (vf,...,v¥) die duale Basis zu B. Fiir alle j und & gilt dann

(Zm%w) = Do) = Y = () = 3(03)(w),



Durch Variieren von k folgt daraus

8(v;) = D vy vy vl

Also ist die Basiswechselmatrix zwischen 6(B) und B* gleich

B*[idv](g(g) = (<Uj,vi>)l.7A = AT = A.

J

Deren Inverse ist die Basiswechselmatrix

5(3)[1(1\/*]3* = (AT)fl.

Nach der Basiswechselformel aus §10.4 der Vorlesung folgt daraus

[ ) px = 4(B) [idv*]g* <, >*]5(B) '5(B)[idv*]3*
= (AT)H)TAA™ = ATAA = AL



Single Choice. In jeder Aufgabe ist genau eine Antwort korrekt.

1. Betrachte den Vektorraum R? mit dem Standard-Skalarprodukt (-, ) und der da-

zugehorigen Norm || ||. Fiir welche Vektoren v, w € R? gilt ||v + w|| = ||v|| + [|Jw]||?
(a) v=(3), w=())

(b) v =), w=(;)

() v=(5), w=()

d) )

Erklirung: Die Gleichheit gilt genau dann, wenn einer der Vektoren ein nicht-
negatives Vielfaches des anderen ist. Also ist nur (d) richtig. Alternativ zeigt dies
eine direkte Rechnung.

2. Sei V ein euklidischer Vektorraum und seien vy, v9, v3 € V. Welche Aussage ist im
Allgemeinen falsch?

(a)| Aus v; L vg und vy L vy folgt vy L ws.

(b) Aus v; L vy und vy L w3 folgt vy L (v + v3).
(¢) Aus vy L vy folgt v; L —vs.
(d) Aus v; L (vy + v3) und vy L vy folgt vy L vs.

Erklarung: Fir v; = vy # 0 = vy ist Aussage (a) falsch. Die iibrigen Aussagen
folgen aus der Bilinearitét des Skalarproduktes.

3. Sei V ein euklidischer Vektorraum und seien S, T' < V zwei Teilmengen. Welche
der folgenden Eigenschaften ist im allgemeinen nicht dquivalent zu den anderen?

(a) ST+

(b) T < S+

(c) SLT

(d) ] (S) n(T) = {0}

Erklirung: Es ist S L T genau dann, wenn S in der Menge T+ = {ve V |v L T}
enthalten ist. Also ist (¢) dquivalent zu (a), und aus demselben Grund auch zu
(b). Dagegen sind die Teilmengen S := {(})} und 7" := {(})} von V = R? nicht
orthogonal zueinander, erfiillen aber die Bedingung (d).




4. Sei S eine Teilmenge eines endlichdimensionalen euklidischen Vektorraums V.
Welche Aussage ist im Allgemeinen falsch?

(a) (S1)* =<9).

(b)| S ist das orthogonale Komplement eines Unterraumes von V.

(c) S ist ein Unterraum von V.
(d) V =S+t® (SH)*
Erklirung: Das orthogonale Komplement eines Unterraumes von V' ist immer ein

Unterraum. Sofern also S kein Unterraum ist, ist Aussage (b) falsch. Die iibrigen
Aussagen wurden in der Vorlesung bewiesen.



Multiple Choice Fragen

1. Welche der folgenden Matrizen sind hermitesch?

oI
(b) 2 (é ?)

@)

Ezplanation: Uberpriife, dass A* = A.

2. Welche der folgenden Matrizen sind unitér?

@ (5 9)
(g 1)
507
9 (°, )

Ezxplanation: Uberpriife, dass U*U = 1, dquivalent: die Spalten bilden eine Ortho-
normalbasis.

3. Seien U, V unitire nxn Matrizen, A = €™ § € R. Welche Aussagen sind allgemein
korrekt?

(a) U + V ist unitér.
Ezxplanation: Falsch. —U ist auch unitér. 0 = U + (—U) aber nicht.
(b)| AU ist unitér.

Ezplanation: Wahr. Da |A| = 1,ist A = A~ Somit (AU)* = \U* = \"1U! =
(AU)~ L.

(c)| U~! ist unitér.
Explanation: Wahr. (U~ 1)* = (U*)"' = (U )1 =U.
(d)| UV ist unitér.
Ezplanation: Wahr. (UV)* = V*U* = V-IU™ = (UV)~L.
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