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Prof. M. Einsiedler
Prof. P. Biran

Musterlösung Serie 21

Gram-Schmidt, Orthogonality

1. Seien K “ R,C undA,B P MnˆmpKq und C P MmˆppKq. Zeige die folgenden
Eigenschaften der adjungierten Matrix:

(a) A ` B
T

“ A
T

` B
T
;

(b) For all λ P K, pλAq
T

“ λA
T
;

(c) pA
T

q
T

“ A;

(d) In
T

“ In;

(e) pA ¨ Cq
T

“ C
T

¨ A
T
.

Lösung : Alle Aussagen folgen aus direkten Rechnungen.

2. Sei K “ R. Betrachte das innere Produkt auf Krxs2, welches definiert wird durch

xp, qy “

ż 1

0

ppxqqpxqdx.

(a) Wende den Gram-Schmidt Algorithmus auf die Basis 1, x, x2 an, um eine
orthonormale Basis von Krxs2 zu erhalten.

(b) Finde eine orthomormale Basis von Krxs2, sodass die Darstellungsmatrix des
Ableitungsoperator p ÞÑ p1 auf Krxs2 zu dieser Basis eine obere Dreiecksma-
trix ist.

Solution:

(a) Sei u1 “ 1, da dies bereits ein Vektor der Norm 1 ist. Um Gram-Schmidt
anzuwenden setzen wir v2 “ x ´ xx, 1y und u2 “ v2

||v2|| . Wir berechnen

v2 “ x ´

ż 1

0

xdx “ x ´
1

2

und

||v2||2 “

ż 1

0

ˆ

x ´
1

2

˙2

dx “
1

12
.
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Also ist

u2 “ 2
?
3

ˆ

x ´
1

2

˙

.

Genauso setzen wir v3 “ x2 ´ xx2, u2yu2 ´ xx2, u1yu1 und u3 “ v3
||v3|| . Wir

berechnen

v3 “ x2
´

ˆ
ż 1

0

2
?
3

ˆ

x3
´

1

2
x2

˙

dx

˙

u2 ´

ż 1

0

x2dx

“ x2
´

?
3

6
2
?
3

ˆ

x ´
1

2

˙

´
1

3

“ x2
´ x `

1

6
.

Jetzt gilt

||v3||2 “

ż 1

0

ˆ

x2
´ x `

1

6

˙2

dx

“
1

180
.

Also ist

u3 “
?
180

ˆ

x2
´ x `

1

6

˙

.

3. Minimiere den Abstand zu einer Teilmenge. Seien K ein Körper und V ein
K-Vektorraum. Sei ausserdem U ein endlichdimensionaler Unterraum von V und
schreibe PU : V Ñ U für die orthogonale Projektion auf U . Seien v P V und u P U .
Zeige

||v ´ PUpvq|| ď ||v ´ u|| .

Beweise ausserdem, dass in der obigen Ungleichung Gleichheit gilt genau dann
wenn u “ PUpvq.

Lösung : Es gilt

||v ´ PUpvq||2 ď ||v ´ PUpvq||2 ` ||PUpvq ´ u||2

“ ||v ´ PUpvq ` PUpvq ´ u||2

“ ||v ´ u||2 .

Es bleibt die obige (Un-)gleichungskette zu begründen: die erste Ungleichung gilt,
da ||PUpvq ´ u|| ě 0. Die zweite Gleichung folgt aus dem Satz von Pythagoras.
Tatsächlich gilt per Definition von PUpvq, dass v ´PUpvq P UK und PUpvq ´ u P U
gelten, da U ein Unterraum ist. Durch das ziehen der Quadratwurzel erhalten wir
die gewünschte Ungleichung
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Gleichheit gilt genau dann wenn in der ersten Zeile gilt

ô ||PUpvq ´ u||2 “ 0

ô PUpvq “ u.

4. Finde ein Polynom p mit reellen Koeffizienten und Grad höchstens 5 welches sinpxq

auf dem Invervall r´π, πs so gut wie möglich nähert, im Sinne, dass

ż π

´π

|sinpxq ´ ppxq|2 dx

so klein wie möglich ist.

Hint. Formuliere dieses Problem um, um Aufgabe 3 zu benutzen.

Lösung : Sei V “ Cpr´π, πs,Rq der reelle Vektorraum reellwertiger Funktionen auf
r´π, πs, und betrachte seinen Unterraum U der Polynomfunktionen auf r´π, πs

von Grad höchstens 5. Wir versehen V mit dem Skalarprodukt

xf, gy “

ż π

´π

fpxqgpxqdx, für f, g P V.

Die obige Aufgabe kann nun wie folgt umformuliert werden: Finde ein Element u
aus U , sodass ||sinpxq ´ u|| minimal ist, wobei die Norm durch das obige Skalar-
produkt induziert wird. Nach Aufgabe 3 wird dieser Wert durch die orthogonale
Projektion von sinpxq auf U minimiert. Um diese zu berechnen, berechnen wir eine
orthonormale Basis C “ tu0, u1, ¨ ¨ ¨ , u5u von U mit dem Gram-Schmidt Verfahren
angewendet auf die Standardbasis von U , also B “ t1, x, x2, x3, x4, x5u. Anschlies-
send nutzen wir die Formel.

PUpvq “ xv, u0yu0 ` xv, u1yu1 ` ¨ ¨ ¨ ` xv, u5yu5.

Ausserdem machen wir uns zu nutze, dass sinpxq ungerade ist. Deswegen ver-
schwindet das Integral des Produkts dieser Funktion mit einer geraden Funktion
auf r´π, πs. Insbesondere verschwindet das Integral des Produktes mit geraden
Potenzen von x. Da ungerade Potenzen von x ungerade sind, gilt gleiches auch für
diese Funktionen.

Dies vereinfacht unserer Aufgabe! Per Induktion lässt sich leicht zeigen, dass im
Gram-Schmidt Verfahren nur die Basiselemente ui mit ungeraden Indizes in den
Berechnungen weiterer Basiselemente ungeraden Indizes benutzt werden. Gleiches
gilt für gerade Indizes. Daraus folgt sofort, dass nur ungerade, bzw. gerade, Po-
tenzen von x in der Darstellung der ui’s mit ungeradem, bzw. geraden, Indize
vorkommen. Also müssen wir nur die Koeffizienten xsinpxq, uiy nur für ungerade
Indizes berechnen.
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Also berechnen wir

u1 “

c

3

2π3
x,

u3 “
5

2π7{2

c

7

2

ˆ

x3
´

3π2

5
x

˙

,

u5 “
63

8π11{2

c

11

2

ˆ

x5
´

10

9
π2

ˆ

x3
´

3π2

5
x

˙

´
3π4

7
x

˙

und

PUpsinpxqq “
21

8π10

“

p33p945 ´ 105π2
` π4

qx5
´ 30π2

p1155 ´ 125π2
` π4

qx3

` 5π4
p1485 ´ 153π2

` π4
qx

‰

.

5. Sei V “ Cpr´1, 1s,Rq der Vektorraum der stetigen reellwertigen Funktionen auf
dem Intervall r´1, 1s mit dem inneren Produkt

xf, gy “

ż 1

´1

fpxqgpxqdx,

für f, g P V . Sei φ : V Ñ R das lineare Funktional definiert durch φpfq “ fp0q.
Zeige, dass kein g P V existiert, sodass

@f P V : φpfq “ xf, gy

ist.

Warum ist dies kein Gegenbeispiel zu Satz 6.5.5. der Vorlesung?

Lösung : Nehme an, dass ein solches g P V existiert. Sei f0 ” 1 auf dem Intervall
r´1, 1s. Dann wäre

1 “ f0p0q “ xf0, gy “

ż 1

´1

1 ¨ gpxqdx “

ż 1

´1

gpxqdx.

Also existierte ein x0 P p´1, 1q mit gpx0q ą 0 und, da g stetig wäre, existierte
ein offenes Intervall U0 mit x0 P U0, sodass gpxq ą 0 auf U0 wäre. Indem wir U0

wenn nötig schrumpfen, könnten wir annehmen, dass 0 nicht im Abschluss von U0

enthalten wäre. Per Definition wäre hp0q “ 0.

Definiere h P V als stetige Funktion auf r´1, 1s, welche auf einem Subinterval
U1 von U0 strikt positv wäre und überall sonst verschwände, zum Beispiel als
stückweise lineare Funktion wie in Aufgabe 5 der 20. Serie.

Dann wäre

0 “ hp0q “ xh, gy “

ż 1

´1

hpxqgpxqdx “

ż

U1

hpxqgpxq ą 0.

Die ist ein Widerspruch und zeigt somit, dass g nicht existiert.
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6. Sei G “ pV,Eq ein endlicher gerichteter Graph. Genauer, seien V eine endliche
Menge und E Ď tpvinit, vtermq | vinit, vterm P V ^ vinit ‰ vtermu Ď V ˆ V . Wir fassen
V als Menge der Knoten eines Graphen auf, und pvinit, vtermq P E als gerichtete
Kante vinit P V zu vterm P V (wir visualisieren dies, indem wir einen Pfeil zu vterm
an die Kante zeichnen).

Beispiel eines gerichteten Graphen.

1 2

34

5

Wir definieren ausserdem Vektorräume RV “ tf : V Ñ Ru und RE “ tφ : E Ñ

Ru, welche wir mit den inneren Produkten

xf1, f2yV “
ÿ

vPV

f1pvqf2pvq, f1, f2 P RV

xφ1, φ2yE “
ÿ

ePE

φ1peqφ2peq, φ1, φ2 P RE

ausstatten. Ausserdem definieren wir T : RV Ñ RE als “kombinatorische Ablei-
tung”: für f P RV und e “ pvinit, vtermq P E, definieren wir

T pfqpeq “ fpvtermq ´ fpvinitq.

Des Weiteren definieren wir S : RE Ñ RV durch

Spφqpvq “
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

φppvinit, vqq ´
ÿ

vtermPV
pv,vtermqPE

φppv, vtermqq.

(a) Zeige T ˚ “ S und berechne T ˚˝T “ S˝T , was wir auch den kombinatorischen
Laplace von G nennen.

(b) Jetzt vereinfachen wir die Situation indem wir nur noch ungerichtete Kanten
betrachten, d.h..

pvinit, vtermq P E ô pvterm, vinitq P E,

und annehmen, dass der Graph d-regular ist (für jedes v P V existieren genau
d Knoten vterm P V mit pv, vtermq P E). Zeige, dass T ˚ ˝T den Eigenwert 0 hat.
Erkläre, warum die geometrische Vielfachheit von 0 mit dem Zusammenhang
von G zu tun hat.

Solution:
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(a) Für eine gegebene Kante e P E schreiben wir ep1q und ep2q für die eindeutigen
Knoten mit e “ pep1q, ep2qq. Für f P RV und φ P RE, berechnen wir

xf, SpφqyV “
ÿ

vPV

fpvqSpφqpvq

“
ÿ

vPV

fpvq

»

—

—

–

ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

φppvinit, vqq ´
ÿ

vPV
pv,vtermqPE

φppv, vtermqq

fi

ffi

ffi

fl

“
ÿ

vPV

fpvq
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

φppvinit, vqq ´
ÿ

vPV

fpvq
ÿ

vPV
pv,vtermqPE

φppv, vtermqq

“
ÿ

ePE

ÿ

vPV
v“ep2q

fpvqφpeq ´
ÿ

ePE

ÿ

vPV
v“ep1q

fpvqφpeq

Da ep1q and ep2q für ein fixes e P E eindeutig sind, ist die letze Zeile gleich
ÿ

ePE

fpep2q
qφpeq ´

ÿ

ePE

fpep1q
qφpeq “

ÿ

ePE

pfpep2q
q ´ fpep1q

qqφpeq

“
ÿ

ePE

T pfqpeqφpeq

“ xTf, φyE.

Per Definition der Adjungierten Abbildung zeigt dies T ˚ “ S.

Es gilt

SpT pfqqpvq “
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

T pfqppvinit, vqq ´
ÿ

vtermPV
pv,vtermqPE

T pfqppv, vtermqq

“
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

rfpvq ´ fpvinitqs ´
ÿ

vtermPV
pv,vtermqPE

rfpvtermq ´ fpvqs

“ Evfpvq ´
ÿ

vinitPV
pvinit,vqPE

fpvinitq ´
ÿ

vtermPV
pv,vtermqPE

fpvtermq

“ Evfpvq ´
ÿ

wPV
w is a neighbour of v

fpwq.

wobei Ev die Zahl der Kanten ist, welche v berühren.

(b) Die Lösung der Aufgabe lässt sich vorzugsweise mit der Matrixdarstellung
des kombinatorischen Laplace T ˚ ˝ T P EndpRV q aufschreiben. Schreiben
wir für die Knoten V (in beliebiger Reihenfolge) v1, . . . , vn. Die Menge der
charakteristischen Funktionen

B :“ t1x“vipxq P RV
| i “ 1, . . . , nu
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mit

1x“vipxq “

"

1, x “ vi
0, otherwise

bildet eine Orthnormalbasis von pRV , x¨, ¨yV q. Also ist die Matrixdarstellung
von T ˚ ˝ T eine quadratische n ˆ n Matrix deren Zeilen, bzw. Spalten durch
v1, . . . , vn indiziert sind, bzw durch 1x“v1 , . . . ,1x“vn , in dieser Reihenfolge.

Sei v P V ein beliebiger Knoten. Wir schreiben Npvq für die Menge der zu v
benachbarten Knoten und berechnen

pT ˚
˝ T qp1x“vqpxq

“
ÿ

vinitPV
pvinit,xqPE

r1x“vpxq ´ 1x“vpvinitqs ´
ÿ

vtermPV
px,vtermqPE

r1x“vpvtermq ´ 1x“vpxqs

“
ÿ

wPNpxq

r1x“vpxq ´ 1x“vpwqs ´
ÿ

wPNpxq

r1x“vpwq ´ 1x“vpxqs

“ 2d1x“vpxq ´ 2
ÿ

wPNpxq

1x“vpxq

“

"

2d, x “ v
´2, x P Npvq

Der Faktor 2 ist darauf zurückzuführen, dass wir nicht mehr mit einem ge-
richteten Graphen arbeiten. Die Elemente von rT ˚ ˝T sBB können also wie folgt
beschrieben werden:

prT ˚
˝ T s

B
Bqi,j “

"

2d, i “ j
´2, vi P Npvjq

Bemerke, dass die zuletzt berechnete Matrix symmetrisch ist. Es lässt sich
leicht zeigen, dass die konstante Funktion, welche jeden Knoten auf 1 abbildet
und durch den Koordinatenvektor p1, 1, ¨ ¨ ¨ , 1qT repräsentiert wird, der Kern
von pT ˚ ˝ T q ist. Also ist es eine Eigenfunktion des Laplace-Operators mit
Eigenwert 0.

Wir behaputen, dass die Verbindung zwischen der Vielfachheit von 0 als
Eigenwert des Laplace-Operators und dem Zusammenhang von G wie folgt
ist:

Proposition. Wenn G genau k Zusammenhangskomponenten hat, so hat 0
Vielfachheit k als Eigenwert des Laplace-Operators von G.

Beweis. Schreibe Ω1, . . . ,Ωk für die Zusammenhangskomponenten des Gra-
phen G. Für j P t1, . . . , ku und sei 1Ωj

pxq P RV die charakteristische Funktion
von Ωj. Da die Zusammenhangskomponenten jeweils leeren Schnitt haben,
lässt sich leicht zeigen, dass diese Funktionen eine lineare Teilmenge von RV
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sind. Wir zeigen nun, dass jedes 1Ωj
pxq eine Eigenfunktion von T ˚ ˝ T mit

Eigenwert 0 ist. Es gilt

pT ˚
˝ T qp1Ωj

qpxq “ ´2d1Ωj
pxq ´ 2

ÿ

wPNpxq

1Ωj
pwq.

Wenn x P Ωj gilt, verschwindet dies da Nachbarn in der selben Zusam-
menhangskomponente enthalten sind. Andererseits verschwinden für x R Ωj

beide Terme auf der rechten Seite aus dem gleichen Grund. Also ist pT ˚ ˝

T qp1Ωj
qpxq “ 0 für alle x P V . Dies zeigt, dass die Vielfachheit von0 minde-

stens k ist.

Nehme nun an, dass f P RV nicht von tΩj | j P t1, . . . , kuu augespannt würde;
nehme also an,d ass f auf keinem der Zusammenhangskomponenten von G
konstant, aber eine Eigenfunktion T ˚ ˝ T mit Eigenwert 0 ist. Dann wäre

0 “ xpT ˚
˝ T qpfq, fyV “ xTf, TfyE “

ÿ

ePE

pTfpeqq
2

“
ÿ

ePE

pfpep2q
q ´ fpep1q

qq
2.

Dies implizierte fpep2qq ´ fpep1qq “ 0, @e P E, also wäre f konstant auf den
Endpunkten jeder Kante von G. Dies bedeutet f , dass f konstant auf den
Zusammenhangskomponenten von G wäre, ein Widerspruch.

8



Single Choice. Es ist jeweis genau eine Antwort richtig.

1. Für welches x P C ist die Matrix A :“

ˆ

x ´x
x x

˙

unitär?

(a) Für alle x P C mit |x|2 “ 1
2
.

(b) Genau für x “ 1?
2
.

(c) Für alle x P C mit x “ ´x.

(d) Für x “ 0.

Erklärung : Wir berechnen AA˚ “
`

2xx 0
0 2xx

˘

“ 2 ¨ |x|2 ¨ I2; also ist (a) richtig.

2. Welche Menge ist ein Unterraum des C-Vektorraums MnˆnpCq?

(a) Die Menge der unitären n ˆ n Matrizen.

(b) Die Menge der Selbstadjungierten n ˆ n Matrizen.

(c) Die Menge der symmetrischen n ˆ n Matrizen.

(d) Die Menge der normalen n ˆ n Matrizen.

Erklärung : Für alle symmetrischen Matrizen A und B und komplexe Zahlen λ gilt
pλA`BqT “ λAT `BT “ λA`B; also ist (c) richtig. Hingegen ist die 1ˆ1-Matrix
A :“ p1q unitär und selbstadjungiert, ihr Vielfaches 2iA “ p2iq aber weder noch;
somit sind (a) und (b) falsch. Schliesslich ist die Summe zweier normaler Matrizen
im allgemeinen nicht normal; siehe Serie 23 Aufgabe 3 (d).
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Multiple Choice Fragen

1. Sei A eine hermitesche Matrix. Welche Aussagen sind korrekt?

(a) TrpAq P R.

(b) detpAq P R.

Explanation:

(a) Es ist aii “ aii P R, und somit trA “
ř

aii P R.

(b) detA “ det
´

AT
¯

“ detpAT q “ detA P R. Alternativ: Die Eigenwerte λi von

A sind reell. Somit auch detpAq “
ś

λi, und trA “
ř

λi.
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