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Musterlosung Serie 22

SELBSTADJUNGIERTERE OPERATOREN, SPEKTRALTHEORIE

1. Sei K ein Korper und sei (V, (-, -)) ein endlichdimensionaler K-Skalarproduktraum.
Betrachte 7' € End(V) und einen Unterraum U von V. Zeige, dass U invariant
unter 7" ist genau dann wenn U+ invariant unter 7% ist.

Solution: Nehme zunéchst an, dass U invariant unter T ist. Dann gilt fiir jedes
vwe U und jedes w e U™,

0 = {Tu,w)y = {u, T*w).

Fiir alle w € Ut ist also T*w € U~L.

Nehme nun andererseits an, dass U invariant unter T* ist. Seien w € U' und
we U. Es gilt
0 = u, T*w)y = (Tu, w).

Fiir alle u € U ist also Tu € (U+)* = U. Hier haben wir die endlichdimensionalitit
von V' benutzt.

2. Seien f, g1, und g, Endomorphismen eines endlichdimensionalen euklidischen Vek-
torraums, sodass

[fofogi=f"ofog.
Zeige fogr = foga.
Lésung: Fiir alle v,w € V' gilt

@) f (g1 = g2)(w)) ) = v, 70 f (g1 = g2)(w)))
=, (ffofogq—fTofog)(w)
=0.

Mit v := (g1 — ¢2)(w) folgt also fiir alle w e V:
1£((g1 = g2) () [* = 0

und somit f((g1 — g2)(w)) = 0, also (f o g1)(w) = (f © g2)(w).

3. Seien V ein endlich-dimensionaler unitérer Vektorraum und 7" € End(V') ein nor-
maler Operator. Fiir einen Unterraum W < V schreiben wir Py fiir die orthogo-
nale Projektion auf W.



(a) Beweise:

Theorem. Es existieren endlich viele komplexe Zahlen Ay, ..., A\, € C, und
wechselseitig orthogonale Unterrdume Wy, ..., Wy von V', sodass

T = M Py, + -+ MPu,.

(b) Zeige, dass fiir jeden Unterraum U von V' die Projektion Py selbstadjungiert
ist.

Solution:

(a) Nach dem Spektralsatz fiir unitdre Vektorrdume ist 7' is orthogonal dia-

gonalisierbar. Fiir j = 1,...,k seinen \; die Eigenwerte von 7', und sei
B = {v1,v9,...,v,} eine Orthonormalbasis von T, sodass fiir 1 < ¢; < ly <
s <A =n gilt

ElgT()\l) = Sp(”l? s 7U€1)7
Eigr(A;) = SP(WJ-_1+1, ce ,Uzj), 1=2,... k.

Wir zeigen, dass das Theorem mit W; = Eigp(A;) fir j = 1,...,k gilt
Tatséchlich sind, da B eine Orthogonalbasis ist, die W;’s automatisch zuein-
ander orthogonal. Betrachte nun v € V mit v = 3 | a;v;. Wir berechnen

Tw)=T (Zn] aivi)

01 £l
= Z aiT<UZ') R Z &iT(’l}i)
i=1 i=1

51 ék
:AlZaivi—i—---Jr)\k Z a;V;.
i=1 1=l _1+1

Bemerke, dass aus der Orthonormalitatv von B folgt, dass a; = (v,v;) ist.
Also ist jede der Summen in der letzen Zeile der obigen Gleichung gleich
AjPw, (v), fiir j € {1,..., k}. Dies zeigt die gewiinschte Gleichheit.

(b) Sei {uq,...,u,} eine Orthonormalbasis von U. Es gilt P} = Py genau dann
wenn fiir alle v, w € V' gilt

(Pu(v), w) = (v, Py(w)).



Wir berechnen
<U7PU(w)> = U>Z<w7ui>w>
i=1

= Z {w, ug (v, uy)

= Z@, Ui Uy, w>
= (Py(v),w).

4. Wir machen R[z]y durch

B0 = f p(2)q(z)dz

zu einem Skalarproduktraum. Definiere T' € End (R[x]s) durch T (ag + a1z + agz?) =

a1x.

(a) Zeige, dass T nicht selbstadjunigert ist.
1,z,2?) ist

—~

(b) Die Darstellungsmatrix von 7" zur Basis

o O O
oS = O
o O O

Diese Matrix ist gleich ihrer konjugierten Transponierten, obwohl 7T nicht
selbstadjungiert ist. Erklare, warum dies kein Widerspruch ist.

Solution:
(a) Wére T selbstadjungiert, erhielten wir
(Tp,q) = <{p,T"q) = p,Tq).
Betrachte nun p(z) = ag + a1z + asz? und q(z) = by + bz + by, Dann gilt
(Tp,q) = {aaw,q)

1
=a J box + bia® + byxldx




Genauso erhalten wir

Qa, a a
{p,Tqy = {p,brz) = by (50 + 2y f)

Fiir a; = 0 und by, ag, ay > 0 gilt dann (T'p, q) # {p, Tq).

(b) Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass ein Endomorphism 7" eines reellen
Vektorraums mit innerem Produkt (V;{,-)) ist orthogonal diagonalisierbar
genau dann wenn er selbstadjungiert ist. Das obige ist kein Widerspruch dazu,
da {1, z, 2%} keine Orthonormalbasis von R[z], beziiglich des obigen inneren
Produktes ist.

5. Sei f:V — W ein Homomorphismus euklidischer Vektorraume.

(a) Sei dim(V) < o0. Zeige, dass die Adjunierte von f im folgenden Sinne exi-
stiert: es existiert eine eindeutige Abbildung f’': W — V, sodass

fiir alle v € V, fiir alle w € W : {f(v),w) = (v, f'(w)).

(b) Gilt diese Aussage auch noch, wenn wir statt dim(V) < oo annehmen, dass
dim(W) < oo ist?

Losung:

(a) Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W mit endlichimensionalem V haben
wir die Adjungierte von f in der Vorlesung als definiert als die Abbildung

ff o W - v
p = pof
Wir haben auch gesehen, dass lineare Abbildungen existieren

o: V — Vv
Vo oy st (V) = @) forall v e V

v: W — w
w1y st Y, (w') = (W' w) for all w e W
undm, dass ® ein Isomorphismus zwischen V' und V* ist, da V' endlichdi-

mensional ist. Wir definieren f’ = ®~! o f* o ¥, wie im folgenden Diagram
gezeichnet

wr Ly



Jetzt berechnen wir fiir irgendein w e W,

fllw) = (27 o froW)(w) = (27" o f*)(¥u)
= q)ilhpwof)

= Yo,

wobei vy € V fiir alle v € V' die Bedingung
<U’ UO> = 807)0<U) = (ww © f)(?)) = <f(v)’ w>>
erfiillt, d.h. (v, f'(w)) = (f(v),w).

Nehme an, dass eine weitere solche Abbildung h : W — V existiert. Dann
gilt fiir alle v € V und alle w e W,

, fl(w)) = {f(v),w) = (v, h(w)),

was f'(w) = h(w) impliziert.

(b) Nein. Fiir ein Gegenbeispiel sei I eine beliebige unendliche Menge und sei
V := RY versehen mit dem Skalarprodukt

<£7 g> = Z LiYi-

el
Dieser Raum hat die Orthonormalbasis {e; | ¢ € I} mit e; = (d;;);. Sei
W := R mit dem Standardskalarprodukt {(u,v) := wv, und betrachte den

Homomorphismus
f:V-Ww QHZ%.
1€l
Nehmen wir an, dass dessen Adjungierte f*: W — V existiert. Dann ist
f*(1) = (z;)ier mit fast allen x; = 0. Fiir jedes ¢ gilt aber

zi = (e (@) = e, [7(1)) = (fle), ) = 4,1 = L
Zusammen ist dies ein Widerspruch; also existiert f* nicht.

6. Betrachte den Vektorraum V', welcher alle unendlichoft differenzierbaren periodi-
schen Funktionen von R nach R mit Periode 27 enthélt, zusammen mit dem in-
neren Produkt

{f,9) = % Jo ' f(x)g(z)dz.

Sei D : V' — V die lineare Transformation definiert durch D(f) = %.

(a) Ist D selbstadjungiert? Bestimme die Adjungierte, falls diese existiert.
(b) Ist A := —D o D selbstadjungiert?

3



(c) Sei U < V die lineare Hiille der Funktionen
{x — cos(nzx) | neZ} v {x— sin(nx) | neZ},

mit dem induzierten inneren Produkt von V. Finde eine orthonormale Basis
von U bestehend aus Eigenvektoren von Ay und bestimme die Vielfachheiten
aller Eigenwerte.

Losung:
(a) Aus partieller Integration folgt

21 df 1 o
Tp9dr=o—fg

Lol = L[ % 4 - ~s.0g)

0 27?0

019 =5 |

0

fiir alle f, g, also D* = —D s D. Daher ist D nicht selbstadjungiert.
(b) Aus (a) und Aufgabe 6 (a) von Serie 19 folgt
A* = —D*oD* = —(=D)o(—D) = A,

also ist A selbstadjungiert.

(¢) Fiir jedes n # 0 setze c,(z) := v/2cos(nz) und s,(x) := +/2sin(nz). Ausser-
dem sei ¢o(z) := 1 und sp(x) := 0.

Behauptung: Die Menge

B::{cn‘n20}u{sn’n>1}

ist eine Orthonormalbasis von U, die aus Eigenvektoren von A besteht.

Beweis: Wegen sin(—nx) = — sin(na) und cos(—nx) = cos(nz) fiir alle n > 1
sowie so = 0 erzeugt B den Unterraum U. Sodann implizieren die iiblichen
Ableitungsregeln fiir trigonometrische Funktionen fiir alle n > 0

As, =n?s, und Ac, = n’c,.

Also sind alle Elemente von B Eigenvektoren von A.

Als néchstes zeigen wir, dass sie zueinander orthonormal sind. Dafiir rechnen
wir fiir alle n,m > 0 unter Benutzung der Selbstadjungiertheit von A:

n2<sn, Sm) = <n23n, Sm) = {ASp, Sm) L (Spy ASy ) = (Sp, m23m> = m2<sn, Sm)-

Fiir n # m folgt daraus {s,, s,,» = 0. Durch analoge Rechnungen zeigt man
(Sny Cmy = {Cny Sm) = {Cn, Cmy = 0 fiir alle n # m. (All dies kann man iibrigens



auch durch direkte Berechnung der Integrale, z.B. mit dem Additionstheorem,
zeigen.) Weiter konnen wir fiir alle n > 1 die Formeln

cos(2nz) + 1

2 —
cos“(nx) = 5
1 — cos?(2
Sin2(ngj) = 1—COSQ(TLZL') = M
1
sin(nz) cos(nx) = §Sin(2nx),

in die betreffenden Integrale einsetzen und ausrechnen:

<3n7 5n> = 17 <3n7 cn> = O, <Cn: Cn> =1.

Noch einfacher berechnen wir

<607 CO> = 15 <007 Sn> = 07 <007 Cn> =0

fiir alle n > 1. Zusammen zeigt dies, dass B ein Orthonormalsystem ist. Da
es den Unterraum U erzeugt, ist es daher eine Orthonormalbasis von U.

Insgesamt ist B also eine Orthonormalbasis von U aus Eigenvektoren von A.
Jeder Eigenraum von A|y ist daher von Vektoren in B erzeugt. Wir schliessen,
dass Ay die Eigenwerte

0,1,4,9,16,...,n% ...

mit den jeweiligen Vielfachheiten 1,2,2,2,... besitzt.



Multiple Choice Fragen

1. Seien A und B komplexe selbstadjungierte n x n Matrizen, und sei A € C. Welche
der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen korrekt?

(a)| A+ B ist selbstadjungiert.

(b) AA ist selbstadjungiert.

(c)| AA ist normal.

Ezxplanation:

(a) (A+ B)* = A*+ B*= A+ B.

(b) Mit A =4 ist (14)* = —iA* = —i A nicht selbstadjungiert.
(c) Sei B = AA. B*B = AA*)\A = |\|" AA = BB*.

2. Seien A und B komplexe selbstadjungierte n x n Matrizen, und sei A € C. Welche
der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen korrekt?

(a) AB ist selbstadjungiert.
(b

AB + BA ist selbstadjungiert.

)
(c)| AB — BA ist normal.
)

(d)| ABA ist selbstadjungiert.

Ezplanation:

(a) (AB)" = B*A* = BA. Ein Gegenbeispiel ist: A = ((1) _01), B = <O. Z).

(b) (AB + BA)* = B*A* + A*B* = BA + AB.
(c) (AB — BA)* = B*A* — A*B* = — (AB — BA). Also:
(AB— BA)* (AB — BA) = (AB — BA) (AB — BA)* = —(AB — BA)*.

(d) (ABA)* = A*B*A* = ABA.

3. Seien A eine normale Matrix und p € C[t] ein polynom. Welche der folgenden
Aussagen ist im Allgemeinen korrekt?

(a) p(A)* = p(A*).
(b)] Ai(A*)i = (A%)i AL,

(c)| p(A) ist normal.




(d) Jeder Eigenwert A von A ist auch ein Eigenwert von p(A).

(e)| Jeder Eigenvektor v von A ist auch ein Eigenvektor von p(A).

Explanation:

(a) Falsch. (AA)* = XA*. Ist p(t) = Y a;t?, so ist p(A)* = Yla;(A*)".
(b) Wahr. Es ist AA* = A*A. Mit Induktion ist:

AN(A*)Y = ATTAYA(AY) L = = ATYAYA = . = (AFY AL

(c) Wahr. Die a;A® (i = 0) sind normal und somit auch deren Summe.
(d) Falsch. Ein Gegenbeispiel ist A = 0, p(t) = 1, dann ist p(A) = 1, hat 0 nicht
als Eigenwert.
(e) Wahr. p(A)v = > a;A = > a; v = p(A)v.
Note. Sei (v;) eine ONB aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten \; von A, dann ist
(v;) eine ONB aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten p()\;) von p(A).



