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Selbstadjungiertere Operatoren, Spektraltheorie

1. SeiK ein Körper und sei pV, x¨, ¨yq ein endlichdimensionalerK-Skalarproduktraum.
Betrachte T P EndpV q und einen Unterraum U von V . Zeige, dass U invariant
unter T ist genau dann wenn UK invariant unter T ˚ ist.

Solution: Nehme zunächst an, dass U invariant unter T ist. Dann gilt für jedes
u P U und jedes w P UK,

0 “ xTu,wy “ xu, T ˚wy.

Für alle w P UK ist also T ˚w P UK.

Nehme nun andererseits an, dass UK invariant unter T ˚ ist. Seien w P UK und
u P U . Es gilt

0 “ xu, T ˚wy “ xTu,wy.

Für alle u P U ist also Tu P pUKqK “ U . Hier haben wir die endlichdimensionalität
von V benutzt.

2. Seien f , g1, und g2 Endomorphismen eines endlichdimensionalen euklidischen Vek-
torraums, sodass

f˚
˝ f ˝ g1 “ f˚

˝ f ˝ g2 .

Zeige f ˝ g1 “ f ˝ g2.

Lösung : Für alle v, w P V gilt

@

fpvq, f
`

pg1 ´ g2qpwq
˘D

“
@

v, f˚
˝ f

`

pg1 ´ g2qpwq
˘D

“ xv, pf˚
˝ f ˝ g1 ´ f˚

˝ f ˝ g2qpwqy

“ 0.

Mit v :“ pg1 ´ g2qpwq folgt also für alle w P V :

}f
`

pg1 ´ g2qpwq
˘

}
2

“ 0

und somit f
`

pg1 ´ g2qpwq
˘

“ 0, also pf ˝ g1qpwq “ pf ˝ g2qpwq.

3. Seien V ein endlich-dimensionaler unitärer Vektorraum und T P EndpV q ein nor-
maler Operator. Für einen Unterraum W Ď V schreiben wir PW für die orthogo-
nale Projektion auf W .
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(a) Beweise:

Theorem. Es existieren endlich viele komplexe Zahlen λ1, . . . , λk P C, und
wechselseitig orthogonale Unterräume W1, . . . ,Wk von V , sodass

T “ λ1PW1 ` ¨ ¨ ¨ ` λkPWk
.

(b) Zeige, dass für jeden Unterraum U von V die Projektion PU selbstadjungiert
ist.

Solution:

(a) Nach dem Spektralsatz für unitäre Vektorräume ist T is orthogonal dia-
gonalisierbar. Für j “ 1, . . . , k seinen λj die Eigenwerte von T , und sei
B “ tv1, v2, . . . , vnu eine Orthonormalbasis von T , sodass für 1 ď ℓ1 ă ℓ2 ă

¨ ¨ ¨ ă ℓk “ n gilt

EigT pλ1q “ Sppv1, . . . , vℓ1q,

EigT pλjq “ Sppvℓj´1`1, . . . , vℓjq, j “ 2, . . . , k.

Wir zeigen, dass das Theorem mit Wj “ EigT pλjq für j “ 1, . . . , k gilt

Tatsächlich sind, da B eine Orthogonalbasis ist, die Wj’s automatisch zuein-
ander orthogonal. Betrachte nun v P V mit v “

řn
i“1 aivi. Wir berechnen

T pvq “ T

˜

n
ÿ

i“1

aivi

¸

“

ℓ1
ÿ

i“1

aiT pviq ` ¨ ¨ ¨ `

ℓk
ÿ

i“1

aiT pviq

“ λ1

ℓ1
ÿ

i“1

aivi ` ¨ ¨ ¨ ` λk

ℓk
ÿ

i“ℓk´1`1

aivi.

Bemerke, dass aus der Orthonormalitätv von B folgt, dass ai “ xv, viy ist.
Also ist jede der Summen in der letzen Zeile der obigen Gleichung gleich
λjPWj

pvq, für j P t1, . . . , ku. Dies zeigt die gewünschte Gleichheit.

(b) Sei tu1, . . . , uru eine Orthonormalbasis von U . Es gilt P ˚
U “ PU genau dann

wenn für alle v, w P V gilt

xPUpvq, wy “ xv, PUpwqy.
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Wir berechnen

xv, PUpwqy “

C

v,
r
ÿ

i“1

xw, uiyw

G

“

r
ÿ

i“1

xw, uiyxv, u1y

“

C

r
ÿ

i“1

xv, uiyui, w

G

“ xPUpvq, wy.

4. Wir machen Rrxs2 durch

xp, qy :“

ż 1

0

ppxqqpxqdx

zu einem Skalarproduktraum. Definiere T P End pRrxs2q durch T pa0 ` a1x ` a2x
2q “

a1x.

(a) Zeige, dass T nicht selbstadjunigert ist.

(b) Die Darstellungsmatrix von T zur Basis p1, x, x2q ist

¨

˝

0 0 0
0 1 0
0 0 0

˛

‚

Diese Matrix ist gleich ihrer konjugierten Transponierten, obwohl T nicht
selbstadjungiert ist. Erkläre, warum dies kein Widerspruch ist.

Solution:

(a) Wäre T selbstadjungiert, erhielten wir

xTp, qy “ xp, T ˚qy “ xp, Tqy.

Betrachte nun ppxq “ a0 ` a1x ` a2x
2 und qpxq “ b0 ` b1x ` b2x

2. Dann gilt

xTp, qy “ xa1x, qy

“ a1

ż 1

0

b0x ` b1x
2

` b2x
3dx

“ a1

ˆ

b0
2
x2 `

b1
3
x3 `

b2
4
x4
˙ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1

0

“ a1

ˆ

b0
2

`
b1
3

`
b2
4

˙

.
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Genauso erhalten wir

xp, Tqy “ xp, b1xy “ b1

´a0
2

`
a1
3

`
a2
4

¯

Für a1 “ 0 und b1, a0, a2 ą 0 gilt dann xTp, qy ‰ xp, Tqy.

(b) Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass ein Endomorphism T eines reellen
Vektorraums mit innerem Produkt pV, x¨, ¨yq ist orthogonal diagonalisierbar
genau dann wenn er selbstadjungiert ist. Das obige ist kein Widerspruch dazu,
da t1, x, x2u keine Orthonormalbasis von Rrxs2 bezüglich des obigen inneren
Produktes ist.

5. Sei f : V Ñ W ein Homomorphismus euklidischer Vektorräume.

(a) Sei dimpV q ă 8. Zeige, dass die Adjunierte von f im folgenden Sinne exi-
stiert: es existiert eine eindeutige Abbildung f 1 : W Ñ V , sodass

für alle v P V, für alle w P W : xfpvq, wy “ xv, f 1
pwqy.

(b) Gilt diese Aussage auch noch, wenn wir statt dimpV q ă 8 annehmen, dass
dimpW q ă 8 ist?

Lösung :

(a) Für eine lineare Abbildung f : V Ñ W mit endlichimensionalem V haben
wir die Adjungierte von f in der Vorlesung als definiert als die Abbildung

f˚ : W ˚ Ñ V ˚

φ ÞÑ φ ˝ f

Wir haben auch gesehen, dass lineare Abbildungen existieren

Φ : V Ñ V ˚

v ÞÑ φv s.t. φvpv1q “ xv1, vy for all v1 P V

Ψ : W Ñ W ˚

w ÞÑ ψw s.t. ψwpw1q “ xw1, wy for all w1 P W

undm, dass Φ ein Isomorphismus zwischen V und V ˚ ist, da V endlichdi-
mensional ist. Wir definieren f 1 “ Φ´1 ˝ f˚ ˝ Ψ, wie im folgenden Diagram
gezeichnet

W ˚ V ˚

W V

f˚

Φ´1Ψ
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Jetzt berechnen wir für irgendein w P W ,

f 1
pwq “ pΦ´1

˝ f˚
˝ Ψqpwq “ pΦ´1

˝ f˚
qpψwq

“ Φ´1
pψw ˝ fq

“ v0,

wobei v0 P V für alle v P V die Bedingung

xv, v0y “ φv0pvq “ pψw ˝ fqpvq “ xfpvq, wy,

erfüllt, d.h. xv, f 1pwqy “ xfpvq, wy.

Nehme an, dass eine weitere solche Abbildung h : W Ñ V existiert. Dann
gilt für alle v P V und alle w P W ,

xv, f 1
pwqy “ xfpvq, wy “ xv, hpwqy,

was f 1pwq “ hpwq impliziert.

(b) Nein. Für ein Gegenbeispiel sei I eine beliebige unendliche Menge und sei
V :“ RpIq versehen mit dem Skalarprodukt

xx, yy :“
ÿ

iPI

xiyi.

Dieser Raum hat die Orthonormalbasis tei | i P Iu mit ei “ pδijqj. Sei
W :“ R mit dem Standardskalarprodukt xu, vy :“ uv, und betrachte den
Homomorphismus

f : V Ñ W, x ÞÑ
ÿ

iPI

xi.

Nehmen wir an, dass dessen Adjungierte f˚ : W Ñ V existiert. Dann ist
f˚p1q “ pxiqiPI mit fast allen xi “ 0. Für jedes i gilt aber

xi “ xei, pxiqiy “ xei, f
˚
p1qy “ xfpeiq, 1y “ x1, 1y “ 1.

Zusammen ist dies ein Widerspruch; also existiert f˚ nicht.

6. Betrachte den Vektorraum V , welcher alle unendlichoft differenzierbaren periodi-
schen Funktionen von R nach R mit Periode 2π enthält, zusammen mit dem in-
neren Produkt

xf, gy “
1

2π

ż 2π

0

fpxqgpxqdx.

Sei D : V Ñ V die lineare Transformation definiert durch Dpfq “
df
dx
.

(a) Ist D selbstadjungiert? Bestimme die Adjungierte, falls diese existiert.

(b) Ist ∆ :“ ´D ˝ D selbstadjungiert?
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(c) Sei U Ă V die lineare Hülle der Funktionen

tx ÞÑ cospnxq | n P Zu Y tx ÞÑ sinpnxq | n P Zu ,

mit dem induzierten inneren Produkt von V . Finde eine orthonormale Basis
von U bestehend aus Eigenvektoren von ∆|U und bestimme die Vielfachheiten
aller Eigenwerte.

Lösung :

(a) Aus partieller Integration folgt

xDf, gy “
1

2π

ż 2π

0

df

dx
g dx “

1

2π
fg

ˇ

ˇ

ˇ

2π

0
´

1

2π

ż 2π

0

f
dg

dx
dx “ ´xf,Dgy

für alle f, g, also D˚ “ ´D ‰ D. Daher ist D nicht selbstadjungiert.

(b) Aus (a) und Aufgabe 6 (a) von Serie 19 folgt

∆˚
“ ´D˚

˝ D˚
“ ´p´Dq ˝ p´Dq “ ∆,

also ist ∆ selbstadjungiert.

(c) Für jedes n ‰ 0 setze cnpxq :“
?
2 cospnxq und snpxq :“

?
2 sinpnxq. Ausser-

dem sei c0pxq :“ 1 und s0pxq :“ 0.

Behauptung : Die Menge

B :“
␣

cn
ˇ

ˇ n ě 0
(

Y
␣

sn
ˇ

ˇ n ě 1
(

ist eine Orthonormalbasis von U , die aus Eigenvektoren von ∆ besteht.

Beweis : Wegen sinp´nxq “ ´ sinpnxq und cosp´nxq “ cospnxq für alle n ě 1
sowie s0 “ 0 erzeugt B den Unterraum U . Sodann implizieren die üblichen
Ableitungsregeln für trigonometrische Funktionen für alle n ě 0

∆sn “ n2sn und ∆cn “ n2cn .

Also sind alle Elemente von B Eigenvektoren von ∆.

Als nächstes zeigen wir, dass sie zueinander orthonormal sind. Dafür rechnen
wir für alle n,m ě 0 unter Benutzung der Selbstadjungiertheit von ∆:

n2
xsn, smy “ xn2sn, smy “ x∆sn, smy

!
“ xsn,∆smy “ xsn,m

2smy “ m2
xsn, smy.

Für n ‰ m folgt daraus xsn, smy “ 0. Durch analoge Rechnungen zeigt man
xsn, cmy “ xcn, smy “ xcn, cmy “ 0 für alle n ‰ m. (All dies kann man übrigens
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auch durch direkte Berechnung der Integrale, z.B. mit dem Additionstheorem,
zeigen.) Weiter können wir für alle n ě 1 die Formeln

cos2pnxq “
cosp2nxq ` 1

2

sin2
pnxq “ 1 ´ cos2pnxq “

1 ´ cos2p2nxq

2

sinpnxq cospnxq “
1

2
sinp2nxq,

in die betreffenden Integrale einsetzen und ausrechnen:

xsn, sny “ 1, xsn, cny “ 0, xcn, cny “ 1 .

Noch einfacher berechnen wir

xc0, c0y “ 1, xc0, sny “ 0, xc0, cny “ 0

für alle n ě 1. Zusammen zeigt dies, dass B ein Orthonormalsystem ist. Da
es den Unterraum U erzeugt, ist es daher eine Orthonormalbasis von U .

Insgesamt ist B also eine Orthonormalbasis von U aus Eigenvektoren von ∆.
Jeder Eigenraum von ∆|U ist daher von Vektoren in B erzeugt. Wir schliessen,
dass ∆|U die Eigenwerte

0, 1, 4, 9, 16, . . . , n2, . . .

mit den jeweiligen Vielfachheiten 1, 2, 2, 2, . . . besitzt.
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Multiple Choice Fragen

1. Seien A und B komplexe selbstadjungierte nˆ n Matrizen, und sei λ P C. Welche
der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen korrekt?

(a) A ` B ist selbstadjungiert.

(b) λA ist selbstadjungiert.

(c) λA ist normal.

Explanation:

(a) pA ` Bq
˚

“ A˚ ` B˚ “ A ` B.

(b) Mit λ “ i ist piAq
˚

“ ´iA˚ “ ´iA nicht selbstadjungiert.

(c) Sei B “ λA. B˚B “ λA˚λA “ |λ|
2AA “ BB˚.

2. Seien A und B komplexe selbstadjungierte nˆ n Matrizen, und sei λ P C. Welche
der folgenden Aussagen ist im Allgemeinen korrekt?

(a) AB ist selbstadjungiert.

(b) AB ` BA ist selbstadjungiert.

(c) AB ´ BA ist normal.

(d) ABA ist selbstadjungiert.

Explanation:

(a) pABq
˚

“ B˚A˚ “ BA. Ein Gegenbeispiel ist: A “

ˆ

1 0
0 ´1

˙

, B “

ˆ

0 i
´i 0

˙

.

(b) pAB ` BAq
˚

“ B˚A˚ ` A˚B˚ “ BA ` AB.

(c) pAB ´ BAq
˚

“ B˚A˚ ´ A˚B˚ “ ´ pAB ´ BAq. Also:

pAB ´ BAq
˚

pAB ´ BAq “ pAB ´ BAq pAB ´ BAq
˚

“ ´ pAB ´ BAq
2 .

(d) pABAq
˚

“ A˚B˚A˚ “ ABA.

3. Seien A eine normale Matrix und p P Crts ein polynom. Welche der folgenden
Aussagen ist im Allgemeinen korrekt?

(a) ppAq˚ “ ppA˚q.

(b) AipA˚qj “ pA˚qjAi.

(c) ppAq ist normal.
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(d) Jeder Eigenwert λ von A ist auch ein Eigenwert von ppAq.

(e) Jeder Eigenvektor v von A ist auch ein Eigenvektor von ppAq.

Explanation:

(a) Falsch. pλAq˚ “ λA˚. Ist pptq “
ř

ait
i, so ist ppAq˚ “

ř

aipA
˚qi.

(b) Wahr. Es ist AA˚ “ A˚A. Mit Induktion ist:

Ai
pA˚

q
j

“ Ai´1A˚ApA˚
q
j´1

“ . . . “ Ai´1
pA˚

q
jA “ . . . “ pA˚

q
jAi.

(c) Wahr. Die aiA
i (i ě 0) sind normal und somit auch deren Summe.

(d) Falsch. Ein Gegenbeispiel ist A “ 0, pptq “ 1, dann ist ppAq “ 1, hat 0 nicht
als Eigenwert.

(e) Wahr. ppAqv “
ř

aiA
iv “

ř

aiλ
iv “ ppλqv.

Note. Sei pviq eine ONB aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten λi von A, dann ist
pviq eine ONB aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten ppλiq von ppAq.
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