D-MATH Lineare Algebra II FS 2023
Prof. M. Einsiedler
Prof. P. Biran . .

Musterlosung Serie 25

JORDAN NORMAL FORM, MULTILINEAR ALGEBRA

1. Beweise die folgende Propositionen:

(a) Firalle K-Vektorraume Vi, ...,V und W ist Multg (V3, ..., V,; W) ein Unter-
raum des Raums aller Abbildungen Vi X -+ x V., — W.

(b) Betrachte lineare Abbildungen von K-Vektorrdumen f;: V/ — V;fir 1 <i < r
sowie g: W — W’. Dann erhalten wir eine lineare Abbildung

Multg(Va, ..., Vi W) = Multg(VL,..., Vs W),

) T

o = gopo(fix-xf).
Lésung:

(a) Fir jede Wahl eines Index 1 < ¢ < r und von Vektoren v; € V; fiir j # i
betrachte die Abbildung

e Vi— VXXV, v (V1,00 021,0, 001, -+ -, V).

Wir merken uns, dass € von der Wahl von ¢, vy, ...,v;_1,v;41, ..., v, abhéngt,
auch wenn wir dies der Ubersichtlichkeit wegen in der Notation unterdriicken.
Nach Definition ist eine Abbildung ¢: Vi x --- x V. — W multilinear genau
dann, wenn fiir jede Wahl von 4, vy,...,v;_1,v;11, ..., v, die zusammengesetz-
te Abbildung p oe: V; — W linear ist.

Fiir die Null-Abbildung ¢g: Vi x -+ x V., = W ist ¢g o € wieder die Null-
Abbildung, also linear. Sodann seien 1, : V4 X - -+ x V. = W multilineare
Abbildungen und sei A € K. Dann sind ¢ o € und ¢, o € linear und folglich
auch (o1 +@2)oe; = w106+ @yo0¢e; sowie (A-@1)oe = A- (¢ 0¢), weil
wir bereits wissen, dass jedes skalare Vielfache und jede Summe von linearen
Abbildungen wieder linear ist. Durch Variieren von i, vy, ..., 0;_1,Vjt1,.-., U
und somit von ¢ folgt, dass ¢ und ¢1 + @2 und A - p; multilinear sind.

Zusammen zeigt dies, dass Multg(Vi, ..., V,; W) ein Unterraum ist.

b) Fiir jede Wahl eines Index 1 < 7 < r und von Vektoren v; € V! fiir j # i
j j
betrachte die Abbildung

/

gV — VI x o x VI

!/ / !/ !/ !/
= (V] U,V U, ).

»rr



Nach Definition ist eine Abbildung ¢’: V{ x --- x V! — W' multilinear genau
dann, wenn fiir jede Wahl von 4,21, ...,vj_;, v, ..., v, die zusammengesetz-
te Abbildung o' o &’ V/ — W' linear ist. Setzen wir ausserdem v; := f;(v})
firallej #iunde: V; — Vix---xV, wiein (a), so gilt (f1 X -X f,.)oe’ = eof;.
Betrachte nun eine multilineare Abbildung ¢ € Multg(Vi,..., V,; W). Fur
jede Wahl von ¢,v1,...,v;_;,v{.,...,v, und folglich von &' und ¢ wie oben
ist dann @ oe: V; — W linear und folglich auch

gopo(fix - xf)oe =go(poc)of,

als Verkniipfung von linearen Abbildungen linear. Also ist gogo(f; X+ X f;)
multilinear; die Abbildung in der Proposition ist daher wohldefiniert.

Schliesslich betrachte multilineare Abbildungen o1, @o: Vi X -+ x V., = W
und A € K. Weil g eine lineare Abbildung ist, folgt

go(Ap1tp2)o(fix X fr)=Agopio(fix X fr)+gopao(fix---xf).

Also ist die Abbildung in der Proposition linear.

2. Sei K ein Korper. Betrachte den Raum K[z, der Polynome iiber K vom Grad
kleinergleich n. Bestimme eine Jordannormalform der Endomorphismen

(a)

(b)

D,: Klz|, — Klz|,
p(xr) = p'(z)
DQ K[(L’]n — K[l‘]n
p(x) = p'(z)

Solution:

(a)

Die Darstellungsmatrix von D; beziiglich der Standardbasis B ist
1
0 2
0 n
0

Wir lesen ab, dass der einzige Eigenwert 1 und dimker ([D]§) = 1 sind. Also
ist eine Jordannormalform von D der Jordanblock Jy,.



(b) Es gilt

0o o0 2
o o0 3
Dy)8 =
0 0 (n—2)!
0 0
0

Wir lesen ab, dass der einzige Eigenwert 1 und dimker ([D,]5) = 2 sind.
Jede Jordannormalform besteht also aus zwei Blocken mit Nullen auf der
Diagonalen.

Um die Grosse der Blocke zu bestimmen, berechnen wir das Minimalpolynom
von [Dy]5. Dieses teilt das charakteristische Polynom X™. Des Weiteren ist
fiir k > 1 die Matrix ([D,]8)* die Darstellungsmatrix des Endomorphismus

DyoDyo--0Dy=DoDo---0D.

N Vv
k Faktoren 2k Faktoren

Die kleinste Potenz, fiir welche sie verschwindet ist also |2

5|, was impliziert,
dass X 21 das Minimalpolynom von [D,]3 ist. Also hat der grosste Block einer
Jordannormalform von D, die Grésse [ ]. Da genau zwei Blécke vorkommen,

hat der andere Grosse |5 ].

3. Bestimme die Jordannormalform iiber C der Matrix

-1 -1 01
0 0 10
A 0 -1 0 0
-2 0 11

Lésung: Wir berechnen zuerst das charakteristische Polynom mittels Entwicklung
nach der ersten Spalte:

-1-X -1 0 1
0 -X 1 0
—2 0 1 1-X
-X 1 0 -1 0 1
=(-1-X)-|-1 —-X 0 +2--X 1 0
0 1 -1-X -1 =X 0
= (X*+1)°



Daher sind die Eigenwerte von A 417, wobei beide eine algebraische Vielfachheit
von 2 haben. Wir berechnen nun ihre geometrische Vielfachheit:

a
. b
(A—Z[4)' c =0
d
(-1—d)Ja—b+d = 0
—ib+c = 0
< —b—ic -0
—2a+c+(1—i)d = 0
b = 0
= c = 0
d = (1+i)a
Daher ist
1
. 0
ker(A —ily) = Sp 0
142

und my (i) = 1 ist. Ahnlicherweise finden wir mg(—i) = 1.

Es folgt, dass die Jordan-Normalform von A aus 2 Blocken der Grofie 2 besteht,
einem fiir jeden Eigenwert. Sie kann explizit geschrieben werden als:

— 1 0 0
0 —2 0 0
0 0 ¢ 1
0O 0 0 1

4. Die Jordan-Normalform wird oft mit der Idee motiviert, dass die Matrix moglichst
viele Nullen enthalten soll. Wird die Anzahl Nullen aber wirklich von der Jordan-
Normalform maximiert? Umgekehrt gefragt: Gibt es eine quadratische Matrix A
iiber einem Korper, die mehr Nullen enthélt als ihre Jordannormalform J7

Lésung: Fiir eine nilpotente Matrix A stimmt die Aussage. Denn sei J ihre Jordan-
normalform mit k& Jordanblocken. Dann hat der Eigenraum Eig,(A) = Kern(L4)
die Dimension k, also hat A den Rang n — k. Daher hat A genau n — k linear
unabhéngige Spalten, also auch mindestens n — k von Null verschiedene Eintrige.
Dies ist aber genau die Anzahl der von Null verschiedenen Eintrége von J, da jeder
Jordanblock der Grosse m zum Eigenwert 0 genau m — 1 von Null verschiedene
Eintrdge hat. Somit ist die Minimalitét fiir nilpotente Matrizen gegeben.



Im Allgemeinen gilt die Aussage aber nicht. Ein Gegenbeispiel iiber Q ist:

0100 11 0 0
1010 01 0 0
A=1000 1| T =100 -1 1
0010 00 0 -1

Hier ist A eine Blockdreiecksmatrix aus 2 x 2-Blocken, bei der jeder Block das cha-
rakteristische Polynom X?—1 = (X —1)(X +1) hat. Also hat A die Eigenwerte +1
jeweils mit arithmetischer Multiplizitédt 2. Eine direkte Rechnung zeigt aber, dass
jeder Eigenwert die geometrische Multiplizitédt 1 hat. Daher hat A die angegebene
Jordannormalform. Diese enthélt 10 Nullen, gegeniiber 11 Nullen in A.

Bemerkung: Auch wenn die Jordannormalform weniger Nullen hat als die ur-
spriingliche Matrix, werden die Rechnungen damit in der Regel trotzdem einfacher,
weil die Hauptrdume nicht mehr durcheinander geworfen werden.

. Sei B eine komplexe 5 x 5-Matrix mit dem Minimalpolynom (X — 3)(X + 5)?
und dem charakteristischem Polynom (X — 3)*(X + 5)3. Bestimme die mdglichen
Jordanschen Normalformen von B.

Lésung:
Da B das charakteristische Polynom (X — 3)?(X + 5)? besitzt, hat der Eigenwert
3 algebraische Vielfachheit 2 und der Eigenwert —5 algebraische Vielfachheit 3.

Der Faktor (X — 3) tritt im Minimalpolynom mit der Potenz 1 auf; der grosste
Jordan-Block zum Eigenwert 3 ist also ein 1 x 1-Block. Daher enthélt die Jordan-
Normalform genau 2 Jordanblécke der Grosse 1 x 1 zum Eigenwert 3.

Der Faktor (X + 5) tritt im Minimalpolynom mit der Potenz 2 auf; es existiert
also ein Jordanblock zum Eigenwert —5 der Grosse 2 x 2. Aus Dimensionsgriinden
folgt, dass es genau einen weiteren Jordanblock der Grosse 1 x 1 gibt.

Fiir die Jordansche Normalform der Matrix B erhalten wir also bis auf Vertauschen
der Jordanblocke als einzige Moglichkeit

30 0 0 O
03 0 0 O
00 -5 1 0
00 0 -5 0
00 0 0 =5

. Sei A eine reelle quadratische Matrix. Wir definieren das Exponential einer solchen

Matrix als
eXp(A) = Z ﬁa
k=0

wenn die Summe konvergiert.



(a) Fir A € R und n > 1, berechne exp(Jy,,).

(b) Bestimme die Losung des Systems von Differentialgleichungen

' (t) = —x(t) + 9y(t) + 92(¢)
y'(t) = 3x(t) — 6y(t) — 8z(t)
Z(t) = —dx(t) + 11y(t) + 132(1)

zu der Anfangsbedingung z(0) = y(0) = 2(0) = 1.

Hinweis: Verwende die Jordansche Normalform. Wenn Sie weitere Hinweise
benotigen, sehen Sie sich Kapitel 9.5 in den Notizen von Menny Akka an.

(c¢) Bestimme die allgemeine reelle Losung der Differentialgleichung
FO) = O + () = f(1) =0.

Hinweis: Schreibe die Gleichung als System linearer Differentialgleichungen
erster Ordnung, und verwende die Jordansche Normalform.

Lésung:
(a) Sie haben in der Vorlesung gesehen, dass fiir k£ > 1 gilt:
R

SRS

(-

1

)\k

Mit anderen Worten besteht die Hauptdiagonale aus A\* und die i-te Diagonale
iiber der Hauptdiagonale besteht aus (’:) A= solange i < k. Die Diagonalen
danach verschwinden.

Daraus folgt, dass die Eintrége auf der Hauptdiagonale von exp(.J) ) gleich

sind
DL
k!
k=0
Die Eintrige auf der i-ten Diagonale iiber der Hauptdiagonale sind gleich

i k A’H’_i KN
i) kKl (k=) k!

k=1 k=i

(o) )\g .

=0

—_

= ,—€>\.
7!
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(b) Setzen wir

(1) -1 9 9 1
v(t) = y(t) |, A= 3 -6 -8 |, =111,
2(t) —4 11 13 1

wonach das Gleichungssystem &dquivalent ist zu

%v(t) = A-v(t) mit der Anfangsbedingung v(0) =wv.

Nach §9.6 der Vorlesung ist die eindeutige Losung v(t) = exp(At) - vp.

Um diese explizit zu bestimmen, bringen wir A in Jordansche Normalform.
Das charakteristische Polynom von A ist

chary(X) = X3 —6X2 +12X -8 = (X —2)°.

Fir B := A — 213 gilt

-3 9 9 0 0 0
B = 3 -8 -8 |, B*=| -1 3 3
—4 11 11 1 -3 =3

und B* = 0 fiir alle £ > 3. Wir wiihlen irgendeinen Vektor w € R3\ Kern(B?),
zum Beispiel
Dann bilden die Vektoren w, Bw, B?>w eine Basis von R? und mit
0 -3 1
S :=(B*w,Bw,w)=| -1 3 0
1 =4 0
folgt die Darstellung von A in Jordanscher Normalform:

A=S- .87t

O O N
O N =
N = O

Aus der Losung zu Aufgabe 1 der Serie 15 gilt nun fiir alle £ > 0

2 1 0\" (28 ()2 ()27
02 1) =lo 20 (2



Einsetzen in die Exponentialreihe liefert dann

2 10 o (21 0\" et LiZe
exp( 0 21 t>:Z— 021 | t=1_[0 €t te* |,
k! 2
00 2 k=0 00 2 0 0 e
und somit
210
v(t) = exp(At)-vy = S-exp( 021 t) S
00 2
210 —7
=95 -exp< 0 21 t) - -2
0 0 2 -5
7 2 [r]5/2
= =S| 2] +te* 5]+ 0
5 0 0
1 15 0
= [ 1| +te? | —13] +t2%* | 5/2
1 18 —5/2
(c) Setzen wir
f(t) 0 1 0
Fit)=1 f' und A:=|0 0 1];
#(8) 1 -1 1
dann ist die Differentialgleichung der Aufgabe dquivalent zu
dF(t) =A-F(t)
dt B '
Die Losung dieser Gleichung mit einem beliebigen Anfangswert
f (0) T
FO)=| f[(0) ] =(22] =w
f"(0) 3

ist dann F'(t) = exp(At) - v, und die allgemeine Losung fir f(t) ist genau
der erste Eintrag von F'(t).
Nun berechnen wir das charakteristische Polynom von A und finden

chary(X) = (X —1)(X?+1).

Also ist A eine 3 x 3-Matrix mit den 3 verschiedenen komplexen Eigenwerten
1 und +¢ und daher diagonalisierbar iiber C. Daher rechnen wir fiirs Erste
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itber C und reduzieren uns erst am Schluss wieder auf Werte in R. Dafiir
schreiben wir A = UJU ™! mit einer Matrix U € GL3(C) und

10 0
J=10 17 0
00 —2

Dann ist
exp(At) vy = exp(U-Jt-U N vy = U-exp(Jt)-U .

Die Exponentialreihe kénnen wir in die Diagonalmatrix Jt hineinziehen und
erhalten

t 0 0 exp(t) 0 0
exp(Jt) = exp( 0 i 0 ) = 0 exp(it) 0
0 0 —it 0 0 exp(—it)

Somit ist die erste Komponente von exp(At) - vy eine Linearkombination der
Funktionen exp(t) und exp(+it) mit konstanten Koeffizienten in C. Wegen
exp(zit) = cos(t) £ isin(t) ist dies dquivalenterweise eine Linearkombination
der Funktionen exp(t), cos(t), und sin(¢) mit konstanten Koeffizienten in C.
Damit die Funktion reelle Werte hat, miissen diese Koeffizienten in R liegen.
Also hat jede reelle Losung die Form

f(t) = ae' + beos(t) + csin(t)

fiir Konstanten a,b,c € R. Umgekehrt iiberpriifen wir durch direkte Rech-
nung, dass jede solche Funktion eine Losung ist.

Aliter fiir (b): Durch Berechnen einer Jordanbasis von R? beziiglich A erhal-
ten wir die Jordansche Normalform von A iiber R:

1 10 1 00 1 10 1
A= 1 01 ]-| O 1 '3 1 0 -1
1 -1 0 0 -1 0 -1 2 -1

0
1
Durch Induktion finden wir fiir alle m > O:

(5 0) = wa (00 = (08),

Einsetzen in die matrixwertige Exponentialfunktion liefert

o (480 - S (58 X (L)
- (3 S ) (5 G (40)
= cos(t) - I + sin(t) - (_01 (1)) |
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Insgesamt zeigt dies

1 10 el 0 0 10 1
exp(At) = | 1 0 1 0  cos(t) sin(¢) = 1 0 —1
1 -1 0 0 —sin(t) cos(t) -1 2 -1
1 01 1 0 -1 . —1 2
t t
:% 10 1 COZJ 12 1 +¥ 1 0
1 01 -1 0 1 1 -2

Die allgemeine Losung f(t) ist die erste Komponente von exp(At) - vy, also
gleich

1 1
—(z1 — x3) cos(t) + 5(—171 + 2x9 — x3) sin(t).

f(t) = %(ZL‘l—I—JZg)Gt"— 9
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