
D-MATH Lineare Algebra I HS 2022
Prof. M. Einsiedler
Prof. P. Biran

Musterlösung Serie 13

Diese Serie soll in der Woche vor dem Frühjahrssemester 2023 abgegeben
werden.

1. Betrachte den Unterraum

U :“
@

p2, 2, 2, 2, 2q
T , p1, 2, 2, 2, 2q

T , p1, 1, 2, 2, 2q
T
D

von V :“ R5. Bestimme eine Teilmenge der Standardbasis von R5, welche sich
bijektiv auf eine Basis von V {U abbildet.

Lösung : Die Teilmenge muss die Basis eines Komplements von U sein. Durch
Probieren finden wir zum Beispiel die Lösung

␣

p0, 0, 1, 0, 0q
T , p0, 0, 0, 1, 0q

T
(

2. Seien V,W Vektorräume über einen Körper K. Sei ausserdem U Ď V ein Unter-
raum, und sei f : V Ñ W eine lineare Abbildung mit U Ď Kerpfq. Betrachte
die von der universellen Eigenschaft des Quotientenvektorraums induzierte lineare
Abbildung

f̄ : V {U Ñ W
v ` U Ñ fpvq

Zeige:

(a) Kerpf̄q “ Kerpfq{U .

(b) f̄ ist injektiv genau dann, wenn U “ Kerpfq ist.

(c) f̄ ist surjektiv genau dann, wenn f surjektiv ist.

(d) Ist f surjektiv, so induziert f einen Isomorphismus V {Kerpfq
„
Ñ W .

Lösung :

(a) Für die Abbildung f̄ : V {U Ñ W gilt f̄px ` Uq “ fpxq für alle x P V . Es
folgt

Kerpf̄q “ tv ` U | v P V ^ f̄pv ` Uq “ 0u

“ tv ` U | v P V ^ fpvq “ 0u

“ tv ` U | v P Kerpfqu

“ Kerpfq{U

(b) f̄ ist injektiv ðñ Kerpf̄q “ 0 ðñ Kerpfq{U “ 0 ðñ Kerpfq “ U .
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(c) Es gilt
Impfq “ tw P W | Dv P V : fpvq “ wu

“ tw P W | Dv P V : f̄pv ` Uq “ wu

“ tw P W | Dv̄ P V {U : f̄pv̄q “ wu

“ Impf̄q.

(d) Die induzierte Abbildung f̄ : V {Kerpfq Ñ W ist wegen (b) injektiv und
wegen (c) surjektiv, also ein Isomorphismus.

3. Seien V,W Vektorräume über einen Körper K. Betrachte eine Funktion T von V
nach W . Wir definieren den Graph von T , geschrieben als ΓpT q, als die Teilmenge
von V ‘ W definiert durch

ΓpT q “ tpv, Tvq P V ‘ W : v P V u.

Zeige, dass T genau dann eine lineare Abbildung ist, wenn der Graph von T ein
Untervektorraum von V ‘ W ist.

Remark. Formal können wir die Funktion T : V Ñ W als Teilmenge T von V ‘W
auffassen, sodass für jedes v P V genau ein Element der Form pv, wq P T existiert.
In anderen Worten ist eine Funktion formal das, was wir hier als Graph definieren.
Normalerweise denken wir über Funktionen nicht auf diese formale Weise nach.
Unter Verwendung dieser formalen Interpretation von T können wir die Aufgabe
wie folgt umformulieren: Beweise, dass eine Funktion T von V nach W linear ist
genau dann wenn T ein Unterraum von V ‘ W ist.

4. Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum über einem Körper K.

(a) Sei U Ď V ein Untervektorraum und W ein lineares Komplement. Definiere
einen Isomorphismus zwischen V und U ‘ W .

(b) Zeige, dass jede lineare Abbildung α : U Ñ K zu einer Abbildung α̃ auf ganz
V fortgesetzt werden kann. Hängt α̃ von der Wahl des Komplements von U
ab?

(c) Definiere einen Isomorphismus

V ˚
– U˚

‘ W ˚.

Solution:

(a) Aus den Eigenschaften des linearen Komplements wissen wir, dass für jedes
v P V ein eindeutiges uv P U und eindeutiges wv P W existieren, so dass
v “ uv ` wv ist. Wir definieren eine Abbildung

Φ : V Ñ U ‘ V
v ÞÑ puv, wvq
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Mithilfe einer direkten Rechnung lässt sich zeigen, dass diese Abbildung li-
near ist. Da uv und wv das Element v bereits eindeutig bestimmen, ist diese
injektiv. Sei pu,wq P U ‘ W . Dann ist

pu,wq “ Φpu ` wq,

was die Surjektivität von Φ beweist.

(b) Sei α : U Ñ K eine beliebige Linearform. Zu dem Unteraum U wähle ein
Komplement U 1 in V und definiere die Abbildung α̃ : V Ñ K durch

α̃pvq :“ α puq

für jedes v “ u ` u1 mit u P U und u1 P U 1. Wegen U 1 ein Komplement von
U ist, ist α̃ wohldefiniert. Man zeigt nun direkt, dass α̃ auch linear, also ein
Element von V ˚ ist. Wegen α̃|U “ α ist die Behauptung bewiesen.

(c) Für jede Linearform ℓ : V Ñ K sind die Einschränkungen ℓ|U : U Ñ K und
ℓ|W : W Ñ K wieder linear. Wir haben also eine wohldefinierte Abbildung

ψ : V ˚
Ñ U˚

‘ W ˚, ℓ ÞÑ pℓ|U , ℓ|W q .

Eine direkte Rechnung zeigt, dass ψ eine lineare Abbildung ist. Wegen V “

U`W ist jede Linearform ℓ : V Ñ K schon durch ihre Einschränkungen auf U
undW bestimmt. Also ist ψ injektiv. Weiter betrachte beliebige Linearformen
ℓ1 : U Ñ K und ℓ2 : W Ñ K. Weil jedes Element v P V auf eindeutige
Weise als Summe u ` w mit u P U und w P W geschrieben werden kann,
können wir eine wohldefinierte Abbildung ℓ : V Ñ K konstruieren durch
ℓ pu ` wq “ ℓ1 puq ` ℓ2 pwq. Man zeigt direkt, dass dieses ℓ linear ist. Aus der
Konstruktion folgt ausserdem ψpℓq “ pℓ1, ℓ2q. Also ist ψ surjektiv. Somit ist
ψ eine bijektive lineare Abbildung, also ein Isomorphismus.

5. Sei pv1, . . . , vnq eine geordnete Basis eines Vektorraums V , sei pv˚
1 , . . . , v

˚
nq die dazu

duale Basis des Dualraums V ˚, und sei ppv˚
1 q˚, . . . , pv˚

nq˚q die zu B˚ duale Basis
des Bidualraums pV ˚q

˚. Zeige, dass der natürliche Isomorphismus

τ : V
„
Ñ pV ˚

q
˚ , v ÞÑ τpvq

jedes vj auf das entsprechende pv˚
j q˚ abbildet.

Lösung : Die duale Basis ist charakterisiert durch die Bedingung ℓi pvjq “ δi,j für
alle i, j. Analog gilt kj pℓiq “ δi,j für alle i, j. Ausserdem ist die Auswertungsab-
bildung definiert durch evvpℓq “ ℓpvq für alle v P V und ℓ P V ˚. Für alle i, j folgt
daraus

evvj pℓiq “ ℓi pvjq “ δi,j “ kj pℓiq .

Somit stimmen die beiden linearen Abbildungen τvj : V
˚ Ñ K und kj : V

˚ Ñ K
auf der Basis pℓ1, . . . , ℓnq von V ˚ überein, und sind daher überhaupt gleich.
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6. Seien U, V,W1 und W2 endlichdimensionale Vektorräume über einem Körper K.
Sei n :“ dimpV q. Zeige:

(a) HompV,W1 ‘ W2q – HompV,W1q ‘ HompV,W2q

(b) HompV ‘ U,W1q – HompV,W1q ‘ HompU,W1q

(c) HompV,W q – HompW ˚, V ˚q

(d) Die folgende Abbildung ist ein Isomorphismus

HompV, V q Ñ HompV, V q˚

T ÞÑ rS ÞÑ trpS ˝ T qs ,

wobei tr P HompV, V q˚ die Spur (“trace” auf Englisch) ist, definiert durch

trpT q “ trprT s
B
Bq “

n
ÿ

i“1

prT s
B
Bqii,

für irgendeine Wahl von Basis B von V .

Remark. Sie können dies in der obigen Übung verwenden, aber als Bonus
könnten Sie zunächst zeigen, dass die Abbildung T P HompV, V q ÞÑ trpT q

unabhängig von der Wahl der Basis von V ist.

Solution:

(a) Betrachte die Abbildungen

Φ : HompV,W1 ‘ W2q Ñ HompV,W1q ‘ HompV,W2q

ℓ ÞÑ ppW1
˝ ℓ, pW2

˝ ℓqq

und

Ψ : HompV,W1q ‘ HompV,W2q Ñ HompV,W1 ‘ W2q

pℓ1, ℓ2q ÞÑ rℓ : v ÞÑ pℓ1pvq, ℓ2pvqqs

Die Abbildung Φ ist wohldefiniert, da die Verkettung linearer Abbildungen
wieder linear ist. Die Wohldefiniertheit von Ψ folgt aus den Definitionen der
Operationen im Produkt W1 ‘ W2.

Direkte Rechnungen zeigen

Ψ ˝ Φ “ idHompV,W1‘W2q und Φ ˝ Ψ “ idHompV,W1q‘HompV,W2q .

Die Linearität der Projektionen ausznutzend ist zeigt eine direkte Rechnung,
dass, Φ linear ist. Also ist Φ eine lineare Abbildung mit Inverser Ψ, und somit
ein Isomorphismus.

4



(b) Betrachte die Abbildung

Φ : HompV ‘ U,W1q Ñ HompV,W1q ‘ HompU,W1q

ℓ ÞÑ pℓ ˝ ιV , ℓ ˝ ιUq,

wobei ιV : V Ñ V ‘ U und ιU : U Ñ V ‘ U die kanonischen Einbettungen
sind. Betrachte auch

Ψ : HompV,W1q ‘ HompU,W1q Ñ HompV ‘ U,W1q

pℓ1, ℓ2q ÞÑ rℓ : pv, uq ÞÑ pℓ1pvq, ℓ2puqqs

Die Wohldefiniertheit von Φ und Ψ lässt sich ähnlich wie in (a) zeigen, was
wir dem Lesenden überlassen. Ebenfalls wie oben zeigen direkte Rechnungen,
dass die Abbildungen sich gegenseitig invers sind. Des Weiteren gilt für ℓ, ℓ1 P

HompV ‘ U,W1q, dass

Φ : ℓ ` αℓ1
ÞÑppℓ ` αℓ1

q ˝ ιV , pℓ ` αℓ1
q ˝ ιUq

“pℓ ˝ ιV ` αpℓ1
˝ ιV q, ℓ ˝ ιU ` αpℓ1

˝ ιUqq

“pℓ ˝ ιV , ℓ ˝ ιUq ` αpℓ1
˝ ιV , ℓ

1
˝ ιUq

“Φpℓq ` αΦpℓ1
q.

Also ist Φ eine lineare bijektive Abbildung, und somit ein Isomorphismus.

(c) Betrachte die Abbildung

Φ : HompV,W q Ñ HompW ˚, V ˚q

T ÞÑ rΦpT q : ℓ ÞÑ ℓ ˝ T, @ℓ P W ˚s

Zunächst überprüfen wir die Wohldefiniertheit von Φ. Seien dafür T P HompV,W q,
ℓ, ℓ1 P W ˚, und α P K. Dann ist

ΦpT qpℓ ` αℓ1
q “ pℓ ` αℓ1

q ˝ T

“ ℓ ˝ T ` αpℓ1
˝ T q

“ ΦpT qpℓq ` αΦpT qpℓ1
q.

Also ist ΦpT q tatsächlich für alle T P HompV,W q in HompW ˚, V ˚q enthalten.

Als nächstes wollen wir die Injektivität von Φ nachweisen. Sei T P HompV,W q

mit ImpT q ‰ t0u und sei w P ImpT q ∖ t0u. Wir setzen twu zu einer Basis B
von W fort. Definiere eine Abbildung ℓ auf B durch

ℓpwq “ 1 and @w1
P B ∖ twu : ℓpw1

q “ 0

und setze diese linear auf W fort. Dann bedeutet ImpT q Ę kerpℓq, dass
ΦpT qpℓq nicht auf ganz V verschwindet und, dass sommit ΦpT q nicht die
0-Abbildung ist. Also ist Φ injektiv.
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Sei nun η P HompW ˚, V ˚q, sei teiu
dimpW q

i“1 eine Basis von W , aund definiere
eine Abbildung T : V Ñ W durch

T pvq :“

dimpW q
ÿ

i“1

ηpe˚
i qpvqei.

Da dies eine endliche Summe ist und ηpe˚
i q für alle i linear ist, folgt T P

HompV,W q. Des Weiterenn ist für jedes ℓ P W ˚ und jedes v P V

ΦpT qpℓqpvq “ ℓ ˝ T pvq “

dimpW q
ÿ

i“1

ηpe˚
i qpvqℓpeiq

“

dimpW q
ÿ

i“1

ηpℓpeiqe
˚
i qpvq

“ η

˜

dimpW q
ÿ

i“1

ℓpeiqe
˚
i

¸

pvq

“ ηpℓqpvq,

da
řdimpW q

i“1 ℓpeiqe
˚
i “ ℓ ist. Somit ist die Surjektivität von Φ gezeigt.

(d) Wir zeigen zunächst, dass die Spur basisunabhängig ist. Dazu benutzen wir

Lemma 1. Für beliebige A,B P MnˆnpKq gilt

trpABq “ trpBAq.

Beweis. Seien aij, beziehungsweise bij, die Einträge von A, beziehungsweise
von B. Dann sind die diagonalen Einträge von AB gegeben durch

pABqii “

n
ÿ

k“1

aikbki, 1 ď i ď n.

Also ist

trpABq “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

aikbki

“

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

bkiaik

“

n
ÿ

k“1

n
ÿ

i“1

bkiaik “ trpBAq.
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Für beliebige Basen B, C von V und T P HompV, V q erhalten wir

trprT s
C
Cq “ trpridV s

B
C rT s

B
BridV s

C
Bq

“ trpridV s
B
C rT s

B
BpridV s

B
C q

´1
q

“ trpridV s
B
C pridV s

B
C q

´1
rT s

B
Bq

“ trprT s
B
Bq,

wobei die vorletzte Gleichung aus Lemma 1 folgt. Sommit ist die Basisun-
abhängigkeit gezeigt.

Als nächstes zeigen wir, dass die Abbildung

HompV, V q Ñ HompV, V q˚

T ÞÑ rS ÞÑ trpS ˝ T qs ,

wohldefiniert ist. Dazu genügt es zu zeigen, dass

trT : HompV, V q Ñ K
S ÞÑ trpS ˝ T q

linear ist. Dazu verwenden wir:

Lemma 2. Die Abbildung tr : MnˆnpKq Ñ K ist linear. Für jede A,B P

MnˆnpKq, und jedes α P K, gilt

trpA ` Bq “ trpAq ` trpBq and trpαAq “ α trpAq.

Beweis. Seien A “ paijq und B “ pbijq P MnˆnpKq. Dann gilt

trpA ` Bq “

n
ÿ

k“1

pA ` Bqkk

“

n
ÿ

k“1

akk ` bkk

“

n
ÿ

k“1

akk `

n
ÿ

k“1

bkk “ trpAq ` trpBq.

Es gilt

trpαAq “

n
ÿ

k“1

pαAqkk

“

n
ÿ

k“1

αakk

“ α
n
ÿ

k“1

akk “ α trpAq.
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Linearität von trT . Seien S, S
1 P HompV, V q und α P K, dann ist

trT pS ` αS 1
q “ trppS ` αS 1

q ˝ T q

“ trpS ˝ T ` αpS 1
˝ T qq

“ trprS ˝ T ` αpS 1
˝ T qs

B
Bq

“ trprSs
B
BrT s

B
B ` αrS 1

s
B
BrT s

B
Bq

“ trprSs
B
BrT s

B
Bq ` α trprS 1

s
B
BrT s

B
Bq

“ trT pSq ` α trT pS 1
q.

Daraus folgt trT P HompV, V q˚.

Injektivität. Wir zeigen, dass die obige Abbildung injektiv ist. Fixiere dazu
T , sodass trT die Nullabbildung ist. Dann gilt für alle S P HompV, V q,

0 “ trprSs
B
BrT s

B
Bq “

n
ÿ

i“1

n
ÿ

k“1

siktki,

wobei T “ ptijq und S “ psijq ist. Fixiere pm,nq P t1, . . . , nu2. Definiere jetzt
Sm,n “ ps̃ijq P HompV, V q , so dass alle Einträge von rSm,nsBB verschweinden,
ausser jenem für s̃mn “ 1. Wir folgern

0 “ trprSm,ns
B
BrT s

B
Bq “ tnm.

Da pm,nq beliebig gewählt war, zeigt dies rT sBB “ 0. In anderen Worten ist
T die Nullabbildung

DA V endlichdimensional ist, ist HompV, V q es auch. Daraus folgt dimpHompV, V qq “

dimpHompV, V q˚q und somit folgt aus der Injektivität der Abbildung schon,
dass sie isomorph ist.

Single Choice. Jede Aufgabe hat genau eine richtige Lösung.

1. Sei dimV “ 4. Dann gibt es φ P V ˚ mit dimKerφ “ 2.

(a) Richtig

✓ Falsch

Erklärung : φ P V ˚ bedeutet dass φ P HomKpV,Kq. Wenn nun dimKerφ “ 2
wäre, würde aus der Dimensionsformel

dimV “ dim Imφ ` dimKerφ

folgen, dass dim Imφ “ 2. Das ist aber ein Wiederspruch denn dim Imφ ď

dimK “ 1.
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2. Jeder endlich-dimensionale Vektorraum ist der Dualraum eines anderen endlich-
dimensionalen Vektorraumes.

✓ Richtig

(a) Falsch

3. Die Menge der invertierbaren reellen n ˆ n-Matrixen ist...

✓ kein reeller Unterraum von MnpRq

(a) ein reeller Unterraum von MnpRq

Erklärung : Die Menge ist nicht abgeschlossen gegenüber der Addition. In der Tat,

ˆ

1 0
0 1

˙

` p´1q

ˆ

1 0
0 1

˙

“

ˆ

0 0
0 0

˙

und die Nullmatrix ist nicht invertierbar.

4. Sei f : V Ñ W ein beliebiger Homomorphismus zwischen zwei K-Vektorräumen.
Welche der folgenden fünf Aussagen ist nicht äquivalent zu den anderen?

(a) f ist injektiv.

(b) Die duale Abbildung f˚ : W ˚ Ñ V ˚ ist surjektiv.

(c) Das Nullelement von V ist das einzige Element, das auf das Nullelement von
W abgebildet wird.

✓ Es existiert ein Homomorphismus g : W Ñ V mit f ˝ g “ idW .

(d) Für jedes v P V zt0u existiert ein ℓ P W ˚ mit ℓpfpvqq ‰ 0.

(e) Alle fünf Aussagen sind äquivalent.

Erklärung : Die Aussage (d) ist äquivalent zur Surjektivität von f , aber nicht zur
Injektivität, also nicht zu (a). Dagegen ist (a) ist äquivalent zu Kernpfq “ 0,
also zu (c). Wenn die Aufgabe korrekt gestellt ist, kann somit nur (d) die richtige
Antwort sein. Tatsächlich wurde die Äquivalenz von (a) und (b) in Aufgabe 17
der Wiederholungsserie gezeigt. Schliesslich ist ein Element w P W ungleich Null
genau dann, wenn ein ℓ P W ˚ existiert mit ℓpwq ‰ 0. Also ist (e) äquivalent zu
@v P V zt0u : fpvq ‰ 0, und folglich ebenfalls zu (a).

Multiple Choice Fragen.

1. Für welche Werte von x ist die Matrix A “

´

1 x 1
3 3 x
0 3 1

¯

nicht invertierbar?

(a) 0
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(b) 1

✓ 2

(c) 3

(d) 4

10


