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Losungen zur Ubungsserie 3

Aufgabe 1. In dieser Ubung méchten wir zeigen, dass fiir gewisse stetige, bijektive Funktion

auch deren Inverse stetig ist.

(1) Wir beginnen mit einem Gegenbeispiel zur allgemeinen Aussage. Finden Sie metrische
Riaume X,Y und eine bijektive, stetige Abbildung f: X — Y, so dass f~! nicht
stetig ist.

(2) Seien X,Y metrische Rdume und f: X — Y bijektiv und stetig. Zeigen Sie, dass
1 stetig ist, falls X kompakt ist.

Loésung.

(1) Wir betrachten die metrischen Rdume X = (0,1] und Y = S' (der Einheitskreis)
mit den Standardmetriken, die wir durch Einschrankungen der Metriken auf R be-
ziehungsweise erhalten. Die Abbildung f(0,1] — S, # —— €>™@ ist stetig und
bijektiv, jedoch ist f~! nicht stetig (bei 1 € S1).

(2) Wir zeigen, dass das Urbild jeder abgeschlossenen Menge A in X unter f~! abge-
schlossen ist. Nun ist aber das Urbild von A unter f~! gerade f(A). Da A abgeschlos-
sen und X nach Annahme kompakt ist, folgt, dass A kompakt ist. Wir haben bereits
gesehen, dass Bilder von kompakten Mengen unter stetigen Abbildungen kompakt
sind (Satz 10.59), woraus folgt, dass f(A) kompakt ist. Nach Lemma 10.47 ist damit
f(A) abgeschlossen, was zu zeigen war.

g

Aufgabe 2. (Alle Normen auf R? sind dquivalent). Sei d > 1 und seien || - ||, || - || zwei
Normen auf R%. Wir mochten in folgenden Schritten zeigen, dass || - ||,und || - ||’ #quivalent
sind.

(1) Erkldren Sie, wieso Sie annehmen konnen, dass || - || = || - |1die Einsnorm ist.

(2) Finden Sie eine Konstante C' > 0 mit ||z| < C||z||; fiir alle z € R?. Schliessen Sie
daraus auch, dass || - [R? — R eine beziiglich der euklidischen Metrik d, stetige
Abbildung ist.

(3) Sei A = {x € R?| ||x]|; = 1}. Zeigen Sie, dass die Einschrinkung von || - || auf A ein
Minimum annimmt.

(4) Verwenden Sie (c) um eine Konstante C’ > 0 mit C’||z]|; < ||z| fiir alle z € R? zu

finden und schliessen Sie damit auf die zu beweisende Aussage.
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Losung.

(1) Wir haben bereits gesehen, dass Normiquivalenz eine Aquivalenzrelation bildet —
siehe Serie 2, Aufgabe 1. Die Transitivitdt impliziert, dass wir annehmen kénnen,
dass || - [[" = 1[I - [lx-

(2) Sei # € R? und schreibe z = S2¢ | ze;. Setze C := max{||e;]| : i = 1,...,d}. Dann
ist [|z]] <2 lmeill < O3 vl = Cllels.

(3) Aus (b) folgt, dass || - || stetig ist. Da A kompakt ist, folgt, dass die Einschrankung

von || - || auf A ein Minimum annimmt.
(4) Sei C" := min{||z| : # € A}. Dann gilt fiir alle z € R?\ {0}, dass n € A4, und
damit
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Dies ist dquivalent zu C’||z||; < ||=]| fiir alle z € RY.
U

Aufgabe 3. (Summen- und Produktregel) Sei U C R™ offen und seien fi, fo : U — R™
Funktionen. Angenommen f; und f5 sind differenzierbar bei zy € U.

(1) Zeigen Sie, dass f1 + f2 bei zq differenzierbar ist und

on(fl + f2) = Dzofl + Dm0f2

erfiillt.
(2) Sei jetzt m = 1. Zeigen Sie, dass f; - fa bei zy differenzierbar ist und

Dy (fif2) = fo(20)Dag f1 + f1(w0) Dy, fo

erfiillt.
(3) Verallgemeinern Sie (b) auf das Skalarprodukt (fi, f2), wobei m > 1 wieder beliebig

ist.

Loésung.

(1) Wir haben
[(f1 + f2)(mo + h) — (fi + f2)(20) = Day f1(h) — Day fo(h)]|
< |[[fi(zo + k) — fi(wo) — Dy fr(R)|| + || fo(zo + h) = fo(zo) — Dag f2(R) |,

woraus folgt, dass

(fi + f2)(wo + h) = (f1r + f2)(20) — Day f1(h) — Day f2()|

lim H

o, 7]
< i M@0+ 8) = (o) = Do ()]
0 7]
+ i 1@+ h) = folao) = DunfolB)ll _
h—>0 1Al

Damit ist f; + fo bei z differenzierbar und D, (f1 + f2) = Day f1 + Da, fo-



(2)

Wir haben

(f1f2)(zo + h) = fi(zo + h) fa2(zo + 1)
= (f1(zo) + Dy f1(R) + o([[R])) (f2(20) + Dy, fo(h) + o([|2[]))
= [1(z0) f2(w0) + [2(20)Day f1(R) + f1(20)Day f2(h)
+ Day f1(h)Day fa(h) + o([|A]]).-

Wenn wir zeigen, dass

Dy f1(R)Da, f2(h) = o([|2])
dann haben wir die Produktregel gezeigt. Da das Differential linear ist erhalten wir

Dy fi(M)Day folh) _ (L)D h
i i () o2

Da das Differential stetig ist, gilt

lim 'Da, f2(h) = Day f2(0) =0,

h

und, da ﬁ € S kompakt ist, ist Dy, fi <ﬁ> als stetige Abbildung beschrinkt.

Damit folgt, dass

h
lim D, fi [ — ) D, fo(h) = 0,
Doy (i) Dt

was zu zeigen war.

Wir haben

(f1, f2) (o + h) = (fi(zo + h), f2(zo + 1))
= (fi(wo) + Day f1(R) + o(||2[]), f2(x0) + Day f2(h) + o([[R]]))
= (f1(®o), fa(x0)) + (f2(0), Dy f1(R)) + (f1(0), Dy f2(h))
+ (Dag f1(h), Dag f2(R)) + o([|2]]).-

Nach dem gleichen Argument wie in (b) folgt, dass

<Dmof1(h)7 Dmof?(h» = O(HhH)v

da das Skalarprodukt stetig ist. Damit erhalten wir, dass
Doy (f1, f2) = (f2(20), Dy 1) + (f1(20), Dy f2)-

Aufgabe 4. Sei f: R? — R definiert durch

(1)
(2)

0 falls (z,y) = (0,0),
(2* 4+ y*) sin (W) andernfalls.

Zeigen Sie, dass f auf ganz R? differenzierbar ist.
Zeigen Sie, dass die partiellen Ableitungen von f nicht {iberall stetig sind.



Losung.
(1) Die Funktion f ist ausserhalb von (0, 0) als Verkniipfung differenzierbarer Funktionen

differenzierbar. Wir berechnen die partiellen Ableitungen in (0, 0)

o f(h0) = f(0,0) (LY
fo(0,0)—hh_mm h —hhinmhsm h? =0

da Sinus beschrénkt ist. Analog erhalten wir 9, f(0,0) = 0.

Wir berechnen

i 0,0) + (A, ha)) — £(0,0)]]
(h1,h2)—>(0,0) Al

1
= lim \/h? + h2sin (—) =0,
(h1,ha)—(0,0) ! 2 h? + h3

da Sinus beschriankt ist. Dies zeigt, dass f in (0,0) differenzierbar mit Differential
die Nullabbildung ist.
(2) Wir berechnen die partiellen Ableitungen fiir (z,y) # (0,0)

Opf(2,y) = 27 sin (12 Jlr y2> + (2% 4+ y?) cos (ﬁ) (=) (2* + y*)*(22)

975 1 2z 1
= 2zsin — cos | —— |-
x? + y? r? + P x? + 32

Aus (a) wissen wir, dass 0, f(0,0) = 0. Mit = y — 0 erhalten wir

lim 0,f(x,z) = lim 2xsin (L) 1 oS (L)

z—0 z—0 222 x 202
. 1 1
= lim ——cos | =—
e—0 T 222 )’
und dieser Limes existiert nicht. In der Tat erhalten wir fiir die Folge x,, = 1/1/(47n),

dass

1 1
—— cos (2—2) = —V4rncos(2mn) = —Vdrn — —o0

Ty n

fiir n — oo.
Da f in x und y symmetrisch ist erhalten wir die analoge Aussage auch fiir 9,.

0

Aufgabe 5. Sei f: R? — R definiert durch

0 falls (z,y) = (0,0),
f(l‘, y) = 22
Y andernfalls.

x2 +y2

(1) Zeigen Sie, dass sdmtliche Richtungsableitungen von f in (0,0) existieren.
(2) Zeigen Sie, dass f in (0,0) nicht differenzierbar ist.



Losung.
(1) Sei (v,w) € R?\ {0}. Wir berechnen
f((07 O) + h(”? w)) B f(O, O) . h3U2w v2w

lim = lim =
h—>0 h h—so0 h2(v2 +w?)h 2+ w?’

und damit existieren alle Richtungsableitungen.

(2) Aus (a) erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen 0, f(0,0) = 0 und 9, f(0,0) = 0.
Falls f in (0,0) differenzierbar wére, dann wére Do) f = 0, die Nullmatrix, siehe
Proposition 11.6. Wir berechnen

I 1£((0,0) + (h1, h2)) — f(0,0) = D,0)f(h)]|
1m
(h1,h2)—(0,0) |2

1 h%hQ

== 1m

(h1,h2)—>(0,0) (h% + hg)m
Mit h = h; = hy haben wir

h3 1
lim =
h—>0 (2h2)V/2h2  2V/2

und damit ist f in (0,0) nicht differenzierbar.

70,
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Aufgabe 6. Lesen Sie Definition 10.65 und Proposition 10.66 im Skript, und beweisen Sie
diese Proposition, indem Sie den in der Vorlesung gegebenen Beweis von Proposition 10.64
imitieren (vgl. Ubung 10.67 im Skript).

Losung. Sei € > 0. Dann fiir alle x € X existiert ein p(x) > 0 so dass
F(Byo(®)) € Besa (f(x)

Betrachte die offene Uberdeckung {B,)(z) ||# € X} von X. Dann hat diese eine Lebesgue
Zahl § > 0, d.h. fiir alle o € X gibt es ein # € X so dass

Bs(0) € By ()

Dann gilt
f(Bs(x)) € f(Bp@)(x)) € Besa(f(2)) € Besy(f(20))

g

Aufgabe 7. Sei d > 1. Die folgenden Matrix-Gruppen werden als Teilriume von C%*? bzw.
R4 (jeweils mit der Standardtopologie) aufgefasst.
(1) Zeigen Sie, dass GL4(C) wegzusammenhéingend und somit auch zusammenhéngend
ist. Verifizieren Sie auch, dass GL4(R) nicht zusammenhéngend ist.
(2) Zeigen Sie, dass SO(d) := {A € SLy(R) || AT A = id} kompakt und zusammenhéngend
ist.



Losung. Bemerke zuerst, dass

det: ded(R) — R

stetig ist, da ein Polynom in der Eintrédge einer Matrix ist.

(1)

Sei A € GLy4(C). Das Komplement einer endlichen Teilmenge ist wegzusammenhaen-
gend. Insbesondere ist das Komplement der Nulstellenmenge von einem Polynom in
wegzusammenhangend. Es folgt, dass ein weg v : [0,1] — C so dass y(0) = 0 und
(1) = 1 existiert, so dass A(t) := A+ v(t)(Ilg — A) ganz in GLy4(C) enthalten ist
(d.h. det(A(t)) # 0 fiir alle t). Da A(t) ein Weg von A bis zu [ ist, sind wir fertig.
Wir zeigen, dass G L;(R) nicht zusammenhéngend ist. Es gilt det(GL4(R)) = R\ {0},
welches nicht zusammenhéngend ist. Somit kann GL,(R) nicht zusammenhéngend
sein.

Wir beweisen die Aussage per Induktion. Fiir d = 1 ist dies trivial. Sei d > 2 und
T € SO(d). Wir konstruieren ein weg ~ : [0,1] — SO(d) so dass ¥(0) = T und
(1) = id.

Sei (eq,...,eq) die Standardbasis von R? und (vy,...,vq) := (Tey,...,Tey). Da T
orthonormal ist, ist (v;) eine Orthonormalbasis (ONB) von R%. Wir wiihlen ein 2-dim
Unterraum W C R? so dass

spang (e, vy) C W

(bemerke, dass falls e; und v; linear unabhénig sind, dann ist W = span(ey,vy)).
Dann ist R = W @ W+, Sei v} € R? so dass (vq,v}) eine ONB von W ist. Dann
existieren a,b € R so dass

e1 = avy + b, und a® +b* =1
da ||e1|| = 1. Somit gibt es ein 6 € [0, 27) so dass
(a,b) = (cos(f),sin(h)
Sei fiir ¢ € [0, 1]
R(t):W — W
gegeben durch
zvy + 2] — (cos(t0)x — sin(tl)y)vy + (sin(th)x + cos(tl)y)v;
i.e. Drehung um t#. Dann ist R(1)(vy) = e;. Wir definieren die lineare Abbildung
A(t) : RY — R?

wie folgt: A(t)(v) = v, falls v € Wt und A(t)(v) = R(t)(v) falls v € W. Dann ist
det(A(t)) = 1. Wir definieren ein Weg « : [0, 1] — SO(d) via a(t) = A(t)T. Dann
ist «(0) =T und A(1) ist eine Matrix, die e; fixiert, da

a(1)(er) = A()T(er) = A(L)(v1) = &1

Wir konstruieren ein Weg von A(1) bis id. Es gilt R" = Re; & (Rep)*t. Dann A(1) =
idge, A, wo A" € SO(d—1), da det(A(1)) = det(A’). Dann existiert per induktion



ein Weg 8 von A’ bis id in SO(d — 1). Dann ist id & § ein weg von A(1) bis id. Wir
definieren v durch Verkettung von o und id & .
O

Aufgabe 8. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr
als eine richtige Antwort geben).

(1) Sei U C R" eine nichtleere, offene Teilmenge und f: U — R™ eine Funktion. Welche
der folgenden Aussagen gelten im Allgemeinen?

(a) Ist f in einem Punkt xy € U differenzierbar, dann ist f in z, stetig.
(b) Existieren alle partiellen Ableitungen von f in einem Punkt xy € U, dann ist f
in zg stetig.
(¢) Ist f auf ganz U differenzierbar, dann existieren alle partiellen Ableitungen von
f auf U und diese sind stetig.
(d) Ist f auf ganz U differenzierbar, dann existieren alle partiellen Ableitungen von
fin xg.
(e) Existieren alle partiellen Ableitungen von f in einem Punkt xy € U, so ist f in
xo stetig.
(2) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heisst diskret,
falls es fiir jeden Punkt zp € A ein € > 0 gibt mit B.(z9) N A = {z}. Welche der
folgenden Aussagen sind stets wahr?

(f) Jede diskrete Teilmenge von X ist endlich.

Jede abgeschlossene diskrete Teilmenge von X ist endlich.

Jede lokal Lipschitz-stetige Funktion f: X — R ist Lipschitz-stetig.
(i) Jede gleichmissig stetige Funktion f: X — R ist Lipschitz-stetig.
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