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Lésungen zur Ubungsserie 4

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Inversion an der Einheitssphire S"~' C R", also die Ab-
bildung

X
(s

differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung. Zeigen Sie, dass die Jacobi-Matrix

z € R\ {0} —

proportional zu einer orthogonalen Matrix ist. Was ist die geometrische Deutung?

Losung. Wir berechnen fiir h € R”

1
(x + h,x+ h)
B 1
el + 2, k) + (8]
B 1
P+ 2(z, m) /)1 + (1RI2/ [l ]]?)

1 2z, h) ) .
(1= 255 o)) o 1)

(x+h) = (x+h)

|l + R|?

(xr+h)

(x +h)

RER
1 2(x, h) 1
= Tt~ o2+ g h o),
]| lflt ll]?
und damit ist die Funktion differenzierbar mit Ableitung
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Daraus folgt, dass ||z||?D, f orthogonal ist, und damit ist D, f proportional zu einer ortho-

gonalen Matrix. O

Aufgabe 2. (1) Bestimmen Sie die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f: R3 —

R gegeben durch f(x,vy,2) := zyz + 3e®y im Punkt (0,1, 3) € R3.
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(2) Finden Sie alle kritischen Punkte der Funktion f: (z,y) € R? — 2® — y® + 3azy zu
a € R. Entscheiden Sie jeweils, ob es sich um ein Extremum handelt und wenn ja,
ob ein lokales Minimum oder Maximum angenommen wird.

(3) Bestimmen Sie die Taylor-Approximation 2. Ordnung der Funktion

rT—Yy

f: (0,00 R (wy)—

im Punkt (1,1) € R%

Losung.

(1) Wir wissen, dass die Richtung des steilsten Anstiegs durch den Gradienten von f
gegeben ist. Wir berechnen also die partiellen Ableitungen

Ouf(x,y, 2) = yz+ 3€”y, 0, f(x,y,2) = vz + 3e”, 0,f(z,y,2) = xy.
Und wir erhalten
Vi(z,y,2) = (yz + 3"y, xz + 3e”, zy),
und damit im Punkt (0,1, 3)
Vf(0,1,3) = (6,3,0).
Die Richtung des steilsten Anstiegs ist damit

1 1
_ m(@’, 3,0) = \/—4_5(6,3,0)‘

(2) Wir berechnen die partiellen Ableitungen, um D(g, 4,)f zu bestimmen:

v

Ouf(z,y) = 32° + 3ay, 0,f(z,y) = —3y* + 3ax.
Wir erhalten
D(zoo)f = <3x3 +3ayy —3ya + 3()4950) :
Dann ist Dy, 4, f = 0, falls
375 + 3ayy = 0, —3y; + 3azy = 0.
Wir erhalten 2o = 143 und 2§ = 5y5 = —ayo, woraus folgt yo = 0 (und damit

zo = 0) oder yp = —a (und damit zo = «).

Die Hessematrix von f bei (0,0) ist gegeben durch

0 3«
Hoo = (?)a 0)’

und damit ist H g ) indefinit, falls o # 0, und damit nimmt f kein Extremum an.
Die Hessematrix von f bei (o, —a) ist gegeben durch

6 3a
H(CX,—OL) = :
3a 6o
Wir unterscheiden drei Félle: Ist a = 0, so ist H,, o) degeneriert. Ist @ > 0 so ist

H(q,—a) positiv definit, und damit hat f bei (o, —cr) ein Minimum. Ist o < 0, dann
ist H(q,—q) negativ definit, und damit hat f bei (o, —a) ein Maximum.



(3) Wir erinnern uns, dass

a(hl,hz)f = hflaxf + hQayf7

und damit ist

8(2h1,h2) J = O ha) (M1 0u f + 020, f) = BIO2f + 2h1hoOyy f + B3O f.

Wir berechnen

2y —4y
O f(z,y) = 02 f(z,y) = :
f(z,y) CE=E [ (2,y) CEE
und ) A
—2x x
0 ) = ————, 02 f(x,y) = .
vf(@.0) (z +y)? v/ (@) (z+y)?
Fiir die gemischte Ableitung erhalten wir
2(x —y)
O JY) = —=.
Damit erhalten wir
2
1
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+ R{m),z(hl: ha).
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Aufgabe 3. Seien yy,...,yr € R" gegeben. Zeigen Sie, dass es genau einen Punkt gibt, fiir
den

f@) =l —mll*+-+llz—wl

minimal wird und bestimmen Sie diesen Punkt.

Losung. Wir erhalten fiir die partiellen Ableitungen von f

= QZ (25 — (3);) -

Damit z ein kritischer Punkt ist, muss 0,, f(x) = 0 fiir alle j, und damit z; = %Zk i)
Wir berechnen direkt, dass

8$l8$]f(x) == 2/{35[]',
und damit ist H diagonal mit Eintragen 2k fiir alle x € R". Wir erhalten, dass H positiv

definit ist, und damit ist am kritischen Punkt ein Minimum, und der Punkt, der das Minimum
definiert ist eindeutig durch die Gleichheit z; = ¢ ZZ 1(yi); bestimmt. O



Aufgabe 4. Es seien f: R? — R? und ¢g: R — R? die Funktionen definiert durch

x cos(y) 2 —y?
f(z,y) = | zsin(y) und  g(z,y,2) = y
x? 2z

Berechnen Sie das Differential D(, (g o f) auf zwei Arten:

(1) indem Sie zuerst explizit die Komposition g o f berechnen;
(2) unter Verwendung der Kettenregel.

Loésung.
(1) Wir berechnen die Komposition g o f : R* — R3.

2

go f(z,y) = g(zcos(y), zsin(y), %) = (2 —x sin(y)2,xsin(y),m2)

Das Differential D, ,)(go f) ist eine lineare Abbildung von R? — R?, also durch eine
3 x 2-Matrix gegeben mit Spalten die partiellen Ableitungen von g o f. Wir erhalten

also
—2xsin(y)? —2z%sin(y) cos(y)
Daylgof) =1 sin(y) x cos(y)
2z 0

(2) Wir berechnen zuerst

cos(y) —xsin(y)
Dy (f) = | sin(y)  zcos(y) |,

2x 0
und
0 —2y 0
D(z,y,z) (g) = 0 1 0
0O 0 1

Die Kettenregel sagt uns nun, dass

D(ﬂcay) (g © f) - Df(a:,y) (g)D(ac,y)<f)

0 —2zxsin(y) 0 cos(y) —xsin(y)
=10 1 0 sin(y)  xcos(y)
0 0 1 2r 0

—2xsin(y)? —2x?sin(y) cos(y)
)

= sin(y x cos(y)
2z 0
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Aufgabe 5. (Zweite Version 20.03) Wir sagen, dass eine Funktion f: R” — R zweimal
partiell differenzierbar ist, falls alle partielle Ableitungen bis zu und mit der zweiten Ordnung
existieren (siche Amann und Escher, Analysis II). Natiirlich gilt, dass falls f zweimal stetig
differenzierbar ist, dann ist f zweimal partiell differenzierbar. In der folgenden Ubung zeigen

wir, dass zweimal partiell differenzierbare Funktionen im Allgemeinen den Satz von Schwarz



nicht erfiillen.
Sei f: R?* — R definiert fiir alle fiir (z,y)" € R? durch

2

vyl falls (z,y) # (0,0),
0 falls (z,y) = (0,0).

fz,y) =
Zeigen Sie, dass f zweimal partiell differenzierbar ist, und dass 9., f(0,0) = —0,, f(0,0) = 1.
Beachte: Wir sagen, dass eine Funktion f: R"™ — R zweimal differenzierbat ist, falls V f
differenzierbar ist. Tatséchlich gilt der Satz von Schwarz auch fiir zweimal differenzierbare

Funktionen (im Widerspruch zur vorherigen Version dieser "Ubung).

Losung. Wir bemerken zuerst, dass f stetig ist. Dies ist klar an allen Punkten # (0,0), da
f als rationale Funktion gegeben ist. Wir haben

xyx2 —y 0l = |xy|M
Py FE
2
T,y
< oyl
(2, y)l
< 5ll(z, 9)|1?
Und damit folgt, dass fiir jedes ¢ > 0 und fiir ||(z,y)|| < 6 := v/2¢
22— o2
‘xny ) <e

gilt, und damit ist f bei (0,0) stetig.

Nach Satz 11.10 und Proposition 11.6 ist f genau dann stetig differenzierbar, wenn alle parti-
ellen Ableitungen von f existieren und stetig sind. Wir berechnen die partiellen Ableitungen
von f ausserhalb von (0,0):

y(a' +42%y” — )

aI ) =
und 4 2,2 .4
x(z* —dx*y® — y*)
a?Jf('I?y) = ((L’2 + yg)g
Ausserdem erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen in (0, 0):
0.f(0,0) = 1 = lim ~-0 = 0.
f( ) h—>1m() h h—)lmo h? +0

Analog erhalten wir 0, f(0,0) = 0. Wir bemerken, dass 0, f und 0, f stetig sind mit 9, f(0,0) =
0y £(0,0) = 0. In der Tat ist

y(z* + 4a?y* — y*) (2% — y?)% + 2277

—o| = py!

(22 +y2)? Gz, )l
G I+ Gl _

und analog fiir 0,.



Wir zeigen jetzt, dass die zweiten partiellen Ableitungen von f existieren. Dies ist klar aus-

serhalb von (0,0). Bei (0,0) erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen von 9, f

1 ayf(h’ 0) B 8yf(07 0) IRt h5 .
9:0,1(0,0) = hhinm h - hh_mm o L,
" 9y f(0,h) — 9, f(0,0)
0,0 07 0)= 1l Y ’ Y ! = 0.
Y yf( ) hgo A
Bei (0,0) erhalten wir fiir die partiellen Ableitungen von 0, f
h.0) —
0,0, £(0,0) = lim 220 = 0:J(0,0)
h—>0 h
" 0. f(0,h) — 0, £(0,0) K
9,0:1(0,0) = hhinm h B hhinm o -1

g

Aufgabe 6. Fiir n € N bezeichnen wir mit GL,,(R) die Menge der invertierbaren n x n-

Matrizen mit reellen Eintragen, betrachtet als Teilmenge von Mat,, ,(R) = R™.

(1)
(2)

(3)

Zeigen Sie, dass GL,,(R) eine offene Teilmenge von Mat,, ,,(R) ist.
Zeigen Sie, dass die Abbildung

inv: GL,(R) — GL,(R), A — A~!

stetig ist.
Zeigen Sie, dass inv differenzierbar ist und bestimmen Sie fir A € GL,(R) das
Differential D4 inv.

Losung.

(1)

Die Determinante
det: Mat, ,(R) — R

ist (wie aus der linearen Algebra bekannt) eine polynomiale Funktion der Matrixein-
trige, also stetig. Ausserdem ist eine Matrix A € Mat,, ,(R) genau dann invertierbar
wenn det(A) # 0. Also ist GL,(R) = det™ (R \ 0) offen in Mat,, ,(R).

Fir A € GL,(R) ist die inverse Matrix gegeben durch
a1

det(A)

wobei Adj(A) die Adjunkte von A bezeichnet. Diese hat als Eintrédge (bis auf Vor-

zeichen) Determinanten von Untermatrizen von A. Die Eintriige von A~! sind also

Adj(A),

rationale Funktionen der Eintrige von A, und damit ist A — A~ stetig.

Wir bemerken zunéchst, dass der Definitionsbereich von inv gemiss (1) offen ist, so-
dass der Untersuchung der Differenzierbarkeit nichts im Wege steht. Da in (2) schon
festgestellt wurde, dass die Eintrdge von A~! durch rationale Funktionen gegeben
sind, existieren alle partiellen Ableitungen von inv und diese sind stetig. Mit Satz
11.10 folgt die Differenzierbarkeit von inv. Fiir die Bestimmung der Ableitung D4 inv



reicht es, fiir jedes B € Mat,, ,(R) den Wert von D4 inv(B) anzugeben. Nach Propo-
sition 11.6 stimmt dieser mit der Ableitung 0p inv(A) entlang B iiberein. Letztere ist
per Definition die Ableitung von s — (A+sB)~!in s = 0.! Um diese zu bestimmen
leiten wir die Identitdt

1, = (A+sB) ' (A+sB)

unter Verwendung der Produktregel (siche unten) nach s ab. Wir erhalten
D
0, = (D—(A + sB)—1> (A+sB)+ (A+sB)'B,
5
also nach Auswerten in s = 0 und Umstellen nach dem gesuchten Term
. . D
D,inv(B) = 0pinv(A) = Ds

Produktregel fiir matrixwertige Funktionen: Ist U C R eine nichtleere, offene

(A+sB)t=—-A"'BA™

s=0

Teilmenge und sind A, B: U — Mat,, ,(R) differenzierbare Funktionen, so ist das
Produkt AB: U > s — A(s)B(s) differenzierbar mit

(ABY(s) = A'(s)B(s) + A(s)B'(s)

fiir jedes s € U.
Der Beweis ist eins zu eins derselbe wie fiir die iibliche Produktregel in Proposition
7.5. Zur Begriindung der dort durchgefiihrten Schritte ist dabei nur die Stetigkeit der

Matrixmultiplikation zu verwenden.

g

Aufgabe 7. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr

als eine richtige Antwort geben).

(1) Die Hesse-Matrix H(xo) der Funktion f: R™ — R sei in einem kritischen Punkt x
von f positiv semidefinit, d.h. es gelte (v, H(zo)v) > 0 fiir alle v € R™. Welche der
folgenden Aussagen gelten dann notwendigerweise?

(a) xq ist ein striktes lokales Minimum von f.
(b) g ist ein (moglicherweise nicht striktes) lokales Minimum von f.
(¢) g ist kein lokales Maximum von f.

(d) Keine der obige Aussagen.
(2) Welche der folgenden Aussagen “uber regul “are und kritische Werte bzw. Punkte

gelten im Allgemeinen?

e
f

) Jeder Punkt im Urbild eines regulédren Wertes ist ein regulirer Punkt.
) Das Bild eines kritischen Punktes ist ein kritischer Wert.

g) Jeder Punkt im Urbild eines kritischen Wertes ist ein kritischer Punkt.
h) Das Bild eines regulidren Punktes ist ein regulérer Wert.

—

N

Man bemerke, dass diese Funktion aufgrund der Offenheit von GL,(R) in Mat,, ,(R) in einer Umgebung

von 0 definiert ist.
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