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Losungen zur Ubungsserie 8

Aufgabe 1. Sei @) ein abgeschlossener Quader und sei f : ) — R eine Riemann-integrierbare
Funktion mit f > 0 und fQ fdvol = 0. Zeigen Sie, dass dann f = 0 fast iiberall gilt.
Formulieren und beweisen Sie die analoge Aussage fiir Funktionen auf Jordan-messbaren

Teilmengen.

Losung. Wir behaupten, dass f(z¢) = 0 fiir zp € @ gelten muss, wenn f in z stetig ist.
Daraus folgt, dass f = 0 fast iiberall gilt (f Riemann-integrierbar impliziert, dass die Menge
der Unstetigkeitsstellen eine Nullmenge ist).

Angenommen xy € @ ist ein Stetigkeitspunkt von f, der f(xg) > 0 erfiillt. Dann gibt es nach
Stetigkeit ein § > 0 mit f(z) > @ = e fiir alle 2 € Bs(x). Nun kann man einen offenen
Quader Qo C Bs(zo) mit zp € ) finden, woraus f > elg, und somit

/ f(z)dvol > evol(Qy) > 0,
Q

was der Annahme | 0 fdvol = 0 widerspricht.
Sei B eine Jordan-messbare Menge und f : B — R eine Riemann-integrierbare Funktion
mit f > 0 und | g Jdvol = 0. Wir wollen zeigen, dass dann f = 0 fast iiberall gilt. Die
Jordan-Messbarkeit von B impliziert, dass es einen abschlossenen Quader gibt mit B C @),
und das Integral von f auf B ist definiert als

/fdvolz/]ledvol,
B Q

wobei 1gf definiert ist als f, falls x € B, und 0 fiir z € Q \ B. Nun ist 1gf eine auf @
Riemann-integrierbare Funktion mit 15f > 0 und |, ols fdvol = [, fdvol = 0. Nach dem
ersten Teil ist 15 f = 0 fast iiberall, woraus folgt, dass f = 0 fast iiberall. O
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Aufgabe 2. Berechnen Sie

Sel
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Berechnen Sie

/O N /0 " flwy) dedy,
/ ) / " fay) dydz,

Lo6sung.
° fol/g j%ﬁ sin(y2) dydxr = f?ﬁ foy sin(yQ) dxdy = fo\/fysm(yz) dy = —1 COS(y2) a/; _ L
o oy fy(e ) dedy = fi [7, (@ +y)? dyde = § [ 2® do = 3.

Wir berechnen
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Aufgabe 3. Definition. Fine Teilmenge J C R" heisst eine Jordan-Nullmenge, falls es zu
jedem € > 0 eine endliche Liste Q1,...,Qr C R" offener Quader gibt, so dass

L L
J C UQZ und ZUOZ(QD <e
i=1 i=1

Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(1) J ist eine Jordan-Nullmenge,
(2) J ist Jordan-messbar mit vol(J) = 0,
(3) J ist eine beschriinkte Lebesgue-Nullmenge.

Losung. (1) = (2). Nach Annahme ist J eine Jordan-Nullmenge. Wir fixieren eine endliche
Uberdeckung Q1,...,Qr von J wie in der obigen Definition, unter der Annahme, dass
Q; € J fir alle 7. Da Quader beschrankt sind, es existiert einen abgeschlossenen Quader
@ C R" mit J C Q. Wir zeigen, dass die charackteristische Funktion von 7 auf () Riemann-
integrierbar ist. Fiir alle ¢ = 1,..., L wir schreiben

QﬂQiZﬂI;
j=1



wobei jedes I; ein Intervall ist. Wir definieren einen Zerlegung 3 von () via die Endpunkte
der Intervalle I ;78. Da @Q; € J es folgt, dass die Untersumme U(1 7, 3) gleich 0 ist. Es gilt

L
O(17,3) <) vol(Qi) < e
i=1

Damit ist 17 auf Q Riemann-integrierbar, und vol(J) = 0.

(2) = (3). Seie > 0. Da J nach Annahme Jordan-messbar ist, ist es beschrinkt. Somit ist
0J eine Lebesgue-Nullmenge. Wir zeigen, dass such J eine Lebesgue-Nullmenge ist. Sei @
ein abgeschlossener Quader so dass J C @ und 15 auf ) Riemann-integrierbar ist. Da nach
Annahme vol(J) = 0 ist, es gibt eine Zerlegung 3 von @ mit

0(1775) <é¢

Nach Definition ist
N
O(17,3) = vol(Q))
i=1

wobei die @;’s sind die Quader in 3 mit Q; N J # . Bemerke, dass (Q1,...,Qy) ist im
Allgemeinen keine Uberdeckung von 7, da die Q; offene Quader sind. Allerdings, besteht
J \Ufil Q; aus (im Allgemeinen unendlich viele) Quadern mit leerem Inneren, die Lebesgue-
Nullmenge sind (13.18). Es folgt, dass weitere unendlich viele offene Quadern (Q;); existieren
mit

> vol(Q;) <«
Da

JclaivlJa

nach konstruction, es folgt, dass J eine Lebesgue-Nullmenge ist. Dies zeigt, dass J auch
eine Lebesgue-Nullmenge ist.
(3) = (1). Sei € > 0 und wihle Quader (@Q;); mit

J C U Q; und ivol(@i) <e
i i=1

Nach Heine-Borel ist J kompakt, so es existieren Q1,...,Q; aus der Familie (Qy); die T
iiberdecken. Insebesondere iiberdecken diese Quadern die Teilmenge J C J. Natiirlich gilt

Z vol(Q;) < vol(Qy) < &

Somit ist J eine Jordan-Nullmenge. O

Aufgabe 4. Berechnen Sie unter Verwendung von Zylinderkoordinaten das Volumen des
von den Flichen 2% + y% + 22 = 8 und 2z = 2% + y? eingeschlossenen Bereichs B.



Lésung. Sei B := {(z,y,2) : 2?+y*>+ 22 <8,2% +y* — 22 < 0} Wir berechnen

vol(B) :/ dvol
B

Wir benutzten Zylinderkoordinaten. Es gilt mit Verwendung von p = 72 (so dass dp = 2rdr):

1 21 4 1 4
vol(B) = / r drdzdg = —/ dpdzdp = / / V8 —p—=pdpdp==(8V2—T)m
B 2 {%p<z<\/8—p} 0 0 2 3

O

Aufgabe 5. Fiir n € N bezeichne w, = vol(BY"(0)) das Volumen des n-dimensionalen

Einheitsballes. Zeigen Sie, dass

7.{.n/2

Wp = =
I'(n/241)

Hinweis: Finden Sie eine 2-Schritt-Rekursionsformel fiir w,.

Losung. Wir wenden das Prinzip von Cavalieri (Korollar 12.46) auf den n-dimensionalen
Einheitsball an. Fur ¢t € (—1,1) ist der dabei auftretende Schnitt ein (n — 1)-dimensionaler
Ball mit Radius y/1 — £2, welcher nach Ubung 12.31 das Volumen (1 — 2)(*=1/2,,_, besitzt.
Folglich gilt

(1) Wn = IpWnp—1

fiir das Integral

1
I, = / (1—2)m=D/2 gy,

1

Durch die Substitution ¢ = cos(u) erhalten wir I, = [/ sin"(u) du, also genau das Integral,
das auch in der Herleitung der Wallisschen Produktformel in Abschnitt 8.7.1 des Skripts
auftrat. Die dort bewiesenen Formeln zeigen

1 2
Inlyy = —L1y = =
n n

fiir jedes n € N. Zweimaliges Anwenden von (1) ergibt daher

2m
wp = Il 1wn_p = ?wn—Q

fiir n > 3. Fiir gerades n schliessen wir also wegen wy = 7 auf

(27T)n/2—1
n(n—2)---4
71.71/2

G0z

Wp = W9



was aufgrund der Formel I'(s + 1) = sI'(s) (vgl. Gleichung (8.9) im Skript) und I'(1) = 1

mit der zu zeigenden Formel iibereinstimmt. Fiir ungerades n erhalten wir wegen w; = 2
(2m)(n=1)/2

n/2

Wp — w1

™
THED

und wiederum stimmt das Ergebnis aufgrund der Rekursionsformel fiir I' und

[e o]

() :/O 22 dy (uiﬁ)2/0 e du:/ e du= /7

mit der Formel auf dem Aufgabenblatt {iberein. (Siche Beispiel 12.68 fiir die Herleitung des
Wertes /7 fiir das letzte Integral.) U

Aufgabe 6. (Volumen des Standardsimplex) Sei n € N. In dieser Ubung méchten wir das

Volumen des n-dimensionalen Simplex

An:{xERn]xl,...,anRzound ZLEkSl}
k=1

berechnen.
(1) Zeigen Sie, dass A, das gleiche Volumen hat wie die Teilmenge
A={yeR" [0Sy <p<... <y <1}
(2) Zu o € S, definieren wir
A ={y eR"0< Y1) S Yo2) < -+ < Worm) < 1}

Verifizieren Sie, dass vol(A,) = vol(A,) gilt fiir alle o € S,.
(3) Begriinden Sie, wieso [0,1]" = (J,cg.
dass das Volumen von A,, gleich % ist.

A, ist und verwenden Sie dies, um zu zeigen,

Losung.
(1) Wir verwenden die lineare Substitution gegeben durch die Transformation

X1 X1
LR —sre || T
* b .
l'n x1+...+l’n

Diese wird beschrieben durch die n x n-Matrix mit Einsen auf und unter der Diago-
nalen und Nullen {iber der Diagonalen, sodass det(L) = 1 gilt, und L bildet A,, ab
auf die Menge

Ae:{(y1a7yn)€Rn‘O§y1§Syngl}

Nach den obigen Ausfithrungen gilt unter Verwendung der linearen Substitutionsregel
(Proposition 13.49)

vol(A,,) = vol(A,).



(2) Wir betrachten fiir o € S, die lineare Substitution

n Yo (1)
PR — R | | P

Yn Yo (n)
Diese wird beschrieben durch die n x n-Permutationsmatrix mit Einsen an der Stelle
(,7) falls (i) = 7 und Nullen sonst, sodass det(P,) = sgn(c) = +1 gilt, und P,
bildet A, ab auf die Menge

As ={W1,- - un) ER" [0 < yo1) <+ < WYon) < 1}

Nach den obigen Ausfiihrungen gilt wieder unter Verwendung der linearen Substitu-
tionsregel (Proposition 13.49)

vol(A.) = vol(A4,).

(3) Es ist klar, dass [J,cq As C [0,1]". Sei nun andererseits y € [0, 1]". Dann existiert
eine Permutation o € S,, so, dass

0<¥ys) ... < Yom) < 1.

Damit ist y € A,, und somit folgt [0, 1]" C J, g Ao Wir behaupten, dass vol([0, 1]") =
> ves, VOI(Ay). Wir bemerken, dass die Vereinigung nicht disjunkt ist. Angenommen
y € A.NA, fiir e # 0 € S,,. Sei 7 minimal mit o(j) # j. Wir konnen annehmen, dass
J < o(j). Dann folgt, dass y; = yj4+1 = ... = ¥s(j), und daraus folgt, dass A.N A, eine
Nullmenge in R” ist. Dies gilt fiir alle Schnitte der Mengen A, mit o € S,,, woraus
die Behauptung folgt. Wir erhalten

1 =vol([0,1]") = > vol(A,) = n! vol(A) = n! vol(A,),
UESn
was 7U zeigen war.

O

Aufgabe 7. (Ganzzahlige Kantenlingen) Gegeben sei ein Rechteck @ C R?, das eine endli-
che Uberdeckung mit Rechtecken Q1 ..., Q, C Q besitzt, die sich jeweils héchstens an den

Kanten schneiden.

Q

OF




Angenommen jedes der Rechtecke @)y, ..., Q, hat mindestens eine Kante mit ganzzahliger
Linge. Zeigen Sie, dass dann auch () mindestens eine Kante mit ganzzahliger Lange hat.
Hinweis: Finden Sie eine geeignete Funktion auf @), dessen Integral genau dann verschwindet, wenn @) eine

ganzzahlige Kante hat.

Losung. Wir betrachten die Funktion
f:R? — R, (z,y) — sin(27z) sin(27y).

Wir bemerken, dass fab sin(27rz) dx = 0 genau dann, wenn a £ b eine ganze Zahl ist. Damit
gilt fiir jedes Rechteck T € R? mit Kanten parallel zu den Achsen nach Fubinis Theorem
fT x,y)dvol = 0 genau, dann wenn eine der beiden Kantenléngen eine ganze Zahl ist. Nach
Annahme, gilt fiir alle Q1,...,Q,, dass [, f 0; (z,y)dvol = 0, und wegen der Additivitiat des
Integrals folgt, dass

/fxydvol Z fxydvol—O

woraus folgt, dass mindestens eine Kantenlange von () eine ganze Zahl ist. U

Aufgabe 8. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr
als eine richtige Antwort geben).
(1) Fir B={(z,y) e R?: 0 <z <1, 2> <y < 1} bezeichne I = [, f dvol das Integral
einer nicht-negativen Riemann-integrierbaren Funktion f: B — Rs,. Welche der
folgenden Gleichungen gelten?

(a) I—fo fo (z,y)dzdy .

(b) I= fo fo z,y)dx dy.

(c) ]—fof f(z,y) dx dy.

(d) I= [ vol({(x,y) € B: f(x,y) >1t})dt.

(2) Welche der folgenden Mengen ist Jordan-messbar?

(e) @no,1].

(£) 0,0\ Q.

(g) [0,1]\ Uk:l [3%7 3%}

() Unoi N Uiy [ 31

(3) Welches der folgenden Integrale unterscheidet sich von den anderen?

A==
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