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Losungen zur Ubungsserie 12

Aufgabe 1. (1) Sei M C R™ eine k-dimensionale Teilmannigfaltigkeit, und seien
o:U—Vud d: U —V

zwei lokale Parametrisierungen, d.h. Diffeomorphismen offener Teilmengen von R”
mit ®(VARY) = UNM und (VNRF) = U N M (wobei R¥ fiir R¥ x {0} * steht).
Weiter sei f: M — R eine stetige Funktion.

Zeigen Sie: Gibt es (in R*) Jordan-messbare Mengen K C V NR* und K CcVNR*
mit &(K) = &(K), so gilt

/ f o ®y/gram, (D®) dvoly, = / f o ®y/gram, (D®) dvol, .
K K

(2) Berechnen Sie das 3-dimensionale Volumen der Sphiire M = S* C R* mittels einer
Verallgemeinerung von Kugelkoordinaten.

Loésung.

(1) Wir betrachten den Diffeomorphismus ¥ := & 1o ®: V — V, so gilt fiir 2K

gram, (D, ®) = det &7 o D,®)
(@ o W) D, (P o))

(

= det(

= det([Dy()(P) 0 D] [Dy(s)(P) 0 D, V¥])
(
(D

(D
(D

= det((D,¥)" o (Dy(2)(®))" Dy(w)(®) 0 D, P)

= det(D,¥)? gram, (Dy,)®P),

wobei die dritte Gleichheit aus der Kettenregel folgt. Damit erhalten wir

/ f o ®y/gram, (D, ®) dvolj, = / fo i)\/det(Dl,\IJ)Qgramk(D\p(x)q)) dvoly,
K K

= / fodo \Il\/gramk(Dq,(z)(I)) |det(D, )| dvoly
K

:/ f o ®y/gram,(D,®) dvoly,
K

wobei die letzte Gleichheit aus der Substitutionsregel folgt.
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(2) Wir definieren die verallgemeinerten Kugelkoordinaten durch
®:(0,27) x (0,7) x (0,7) — S?,

cos(¢1)
sin(¢1) cos(¢2)
sin(¢1) sin(¢2) cos(d3)
sin(¢1) sin(¢s) sin(¢3)

(1, P2, P3) —

und erhalten damit fiir die Gram-Matrix

gramg(D®) = det((0;P, 9,P)),;

1 0 0
=det | 0 sin®(¢1) 0 = sin(yy) sin®(¢y)
0 0 sin?(¢y) sin((p5)

Damit berechnen wir

vol(S?) = / dvolgs

®(K)
27 T i

:/ / / V gramg(D®) dvols
o Jo Jo
27 T T

:/ / / sin®(ip1) sin(ia) dgs ds dgy dr
o Jo Jo

=727 =271

H

Aufgabe 2. Sei Q = R?\ B;(0) und sei f ein rotationsfreies, stetig differenzierbares Vek-
torfeld auf 2. Wir wollen folgendes zeigen:

/ (frda) = 0 o € CXQ) : f =V
2B5(0)

Zeigen Sie:
(1) Die Implikation <« gilt.
(2) Die Mengen Q4 := {(z,y) € Q : £y < 1} sind einfach zusammenh#ngend.
(3) Es existieren C?-Funktionen ¢ auf Q4 mit Vi = f|q,.
(4) Die Implikation = gilt.
Loésung.

(1) Nach Satz von Green erhalten wir

/ (f,dx) = / rot(f) dvol = / rot(Vy) dvol = 0
0B3(0) B3(0) B3(0)

da rot(Vy) = 0 (siche S11).
(2) Proof by picture: Q24 haben keine Locher.



(3) Die Funktionen f|q, erfiillen die Integrabilitédtsbedingungen (Gleichung 14.6 im Skript),
da f rotationsfrei ist. Es folgt nach Sétze 14.64 und 11.49, dass f|q, ein Potential
besitzen, da Q. einfach zusammenhéngend ist. Wir schreiben diese Potentiale als ¢

und erinneren, dass

oslp) = [ {f

P

wobei v* ein glatter Weg von ein fixierten Punkt py € Q_ N Q4 nach p ist.

(4) Bemerke zuerst, dass (€24,€_) eine offene Uberdeckung von € ist. Wir konstruieren
¢ mit Hilfe von (.. Betrachte die folgende Partition der Eins: sei Ay : 2 — R
gegeben durch

1, falls y € Q\ Q_
A(2)=q—y+3, fallsy e Q. NO_
0, falls y € 2\ Q4

und sei A_: Q. — R gegeben durch

1, falls y € Q\ Q4
A(r)=qy+3 fallsye Q@ NQ
0, fallsy € 2\ Q_.

Wir erweitern ¢ auf 2 und definieren
= A+ A g

Da supp(A+) C Q4 ist ¢ eine C%-Funktion. Da

/ (f.dz) =0
8B (0)

ist dann ¢_|o_no, = ¢+]lo_no.. Somit gilt es

Vo =XAVoy +A_Vo_ —vilono, +-lo_na,
- A+f|Q+ ‘l’ )\—f|Q+ = f

nach konstruktion von Ay

Aufgabe 3. Bestimmen Sie maximale Losungen folgender Anfangswertproblemen:
(1)
V1ta2y' =ay’, y(0) = -1

(2)



Losung.

(1) Durch Separation der Variablen erhalten wir
v(®) Tt -1 1
—dy:/—dt(:) +-=V1+4+22-1
/_1 y? 0o V1+122 2y(x) 2
1
3—2v1+ 2?2
Unter Beachtung der Anfangswertbedingung y(0) = —1 erhalten wir y(x) = ﬁ
— 2/ +x

sylr)==+

Der Term unter der dusseren Wurzel muss positiv sein, i.e.
3—2vV1+22>0

Dann:

41+2)<9e2¢€ (—?,?)

Die maximale Losung des Anfangswertproblems ist daher gegeben durch

V5 V5
y: (—777>—>R, x —

—1

3—2v14+ 22

(2) Durch Separation der Variablen erhalten wir

v q ®q —1 1
/ —Zdy:/ —dte —+-=hnlz[-0
2 Y 1t Y 2

1

Syr)=1—
s —In|z|

Der Nenner muss ungleich Null sein, i.e.

Infe| # 5 o ¢ {~V2, V)

Ausserdem ist In |z| fiir = 0 nicht definiert. Die mogliche Definitionsbereiche unserer
Losung sind daher

(_007 _\/E)a <_\/Ea 0)7 (07 \/E)a (\/Ev OO)
Da 0 < 1 < 4/e, ist maximale Losung des Anfangswertproblems ist daher durch
1

y: (0,e) — R, xl—>#
5~ n |zl
gegeben.

U

Aufgabe 4. Gegeben sei die Differentialgleichung y” + y” — 2y = 0 fiir eine reelle Funktion
y = y(z). Bestimmen Sie
(1) drei linear unabhéngige Losungen dieser Gleichung sowie
(2) die Losung des Anfangswertproblems y” + y” — 2y = e, y(0) = 0, ¢'(0) = 1,
y"(0) = 0.



Losung.

(1) e, e " cos(z), e *sin(z).
(2) Fiir eine partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung verwendet man den An-

x

satz y = ce”® und erhélt y = —%e*x. Die allgemeine Losung und ihre ersten zwei

Ableitungen sind

y = Ae” + (Bcos(z) + C'sin(z) — 1)e™,
y = Ae® + ((C’ — B)cos(z) — (B + C)sin(z) + %)6_$7

y" = Ae” + (2Bsin(z) — 2C cos(z) — 1)e™™.

Die gegebene Anfangsbedingung fiihrt somit auf das Gleichungssystem
A+B—-3=0, A+C-B+i=1 A-20-1=0

mit der Losung A = %, B = C = 0. Das Anfangswertproblem hat also die Losung

y = 3(e" — ™) = sinh(z), wie man leicht durch Einsetzen verifiziert.

U

Aufgabe 5. (Lineare Unabhéngigkeit) Seien ay,...,aq € C genau d (das heisst, paarweise

verschiedene) komplexe Zahlen. Zeigen Sie, dass die komplexwertigen Funktionen
fr:z€Rr— e € C
fiir £k =1,...,d linear unabhéngig iiber C sind.

Losung. Angenommen die Aussage trifft nicht zu, dann gibt es ein d minimal so dass
b1, -, 0a € \{0} existieren mit

d
Z ﬁkeakz -0
k=1

fiir alle x € R. Wir multiplizieren die Gleichung ZZ:1 Bre®® = 0 mit e~“¢* und erhalten

d—1

5 s 4 =0

k=1

fiir alle x € R. Wir wenden nun die Ableitung D genau deg(g,) + 1-mal an.
Wir wenden nun die Ableitung an und erhalten

U

1
0= (o — ag)Bpelrae
1

B
Il

und damit eine Linearkombination der Null mit weniger als d Summanden, ein Widerspruch.
O

Aufgabe 6. Sei U ein sternformiges Gebiet und seien v, vp: [0, 1] — U zwei Wege in U
mit 7(0) = 71(0) und (1) = 71(1). Finden Sie eine Homotopie zwischen 7y und ;.



Losung. Wir zeigen, dass jeder geschlossene Weg zum konstanten Weg am Anfangs- und
Endpunkt homotop ist. Daraus folgt dann, dass 79 und ; homotop sind.

Sei 7 ein geschlossener Weg in U mit Anfangs- und Endpunkt x¢ := ~(0). Sei z ein Zentrum
von U. Setze

To falls 0 <t < s/3
H(t,s) = ,Y(lt:;g;,?’) falls s/3 <t <1—s/3,
T falls s/3 <t < 1.

Dann ist H eine Homotopie von 7 zu dem Weg 7, der v dreimal so schnell durchlduft und

eine Pause vor und nach dem Durchlaufen macht. Es ist
H(t,0) =~(t), H(t,1) =4(t), H(0,s) = xo, H(1,s) = xo.

Nun definieren wir eine Homotopie H die von 7 zu einem Weg 7 geht, der im ersten Drittel
der Zeit von zy nach z geht, dann dort verweilt und im letzten Drittel der Zeit zuriick nach

xo geht. Sei dazu

(1 —8)xo+ s((1 — 3t)xg + 3t2) falls 0 <t <1/3
H(t,s) =13 (1—s)3(t) + sz falls 1/3 <t < 2/3
(1 —8)xog+s((3—3t)z+ (3t —2)zg) falls 2/3 <t < 1.

Die Homotopie hat Bild in U, da U als sternférmig angenommen wurde und z das Zentrum
von U ist. Wir bemerken wieder, dass

H(t,0) = A(t), H(t,1) = 3(t), H(0,s) = zo, H(1,s) = .

Nun definieren wir eine Homotopie

H(t,s) = (1 — s)3(t) + tzg

von 74 zum konstanten Weg ~. = zo. Alle Homotopien zusammengesetzt ergeben eine Homo-
topie von 7 zum konstanten Weg an x(, was zeigt, dass v nullhomotop ist. O

Aufgabe 7. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr
als eine richtige Antwort geben).

(1) Welche der folgenden Differentialgleichungen ist linear?

(2) Welche der folgenden Funktionen R — R konnen als Losungen einer homogenen,
linearen, gewohnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten reellen
Koeffizienten auftreten?

HERRE



x — e*(cos(z) — sin(x) — 1).
T — 1.

xr — x cos(z).

x — x cosh(x)

] =



