ANALYSIS 2: MEHRERE VARIABLEN FRUHJAHRSEMESTER 2023
Prof. Urs Lang Donnerstag, 16. Mérz

Ubungsserie 4

Abgabe bis zum 24. Mérz

Bonuspunkte konnen in Aufgaben 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Zeigen Sie, dass die Inversion an der Einheitssphire S"' C R", also die Ab-

bildung
x

r e R\ {0} — BE

differenzierbar ist und bestimmen Sie die Ableitung. Zeigen Sie, dass die Jacobi-Matrix
proportional zu einer orthogonalen Matrix ist. Was ist die geometrische Deutung?

Aufgabe 2. (1) Bestimmen Sie die Richtung des steilsten Anstiegs der Funktion f: R3 —
R gegeben durch f(x,vy,z) := zyz + 3¢y im Punkt (0,1, 3) € R3.
(2) Finden Sie alle kritischen Punkte der Funktion f: (z,y) € R* — 2% — 4 + 3awy zu
a € R. Entscheiden Sie jeweils, ob es sich um ein Extremum handelt und wenn ja,
ob ein lokales Minimum oder Maximum angenommen wird.
(3) Bestimmen Sie die Taylor-Approximation 2. Ordnung der Funktion
T —y

. 2
f:(0,00)" — R, (z,y) —> o

im Punkt (1,1) € R

Aufgabe 3. Seien yy,...,yr € R" gegeben. Zeigen Sie, dass es genau einen Punkt gibt, fiir
den
fl@) = llz = yul* + -+ [l — gl

minimal wird und bestimmen Sie diesen Punkt.

Aufgabe 4. Es seien f: R? — R3 und g: R® — R? die Funktionen definiert durch

x cos(y) 2 —y?
f(z,y) = | zsin(y) und  g(z,y,2) = y
x? z

Berechnen Sie das Differential D(, (g o f) auf zwei Arten:

(1) indem Sie zuerst explizit die Komposition g o f berechnen;
(2) unter Verwendung der Kettenregel.



Aufgabe 5. (Zweite Version 30.03) Wir sagen, dass eine Funktion f: R” — R zweimal
partiell differenzierbar ist, falls alle partielle Ableitungen bis zu und mit der zweiten Ordnung
existieren (siche Amann und Escher, Analysis IT). Natiirlich gilt, dass falls f zweimal stetig
differenzierbar ist, dann ist f zweimal partiell differenzierbar. In der folgenden Ubung zeigen
wir, dass zweimal partiell differenzierbare Funktionen im Allgemeinen den Satz von Schwarz
nicht erfiillen.

Sei f:R? — R definiert fiir alle fiir (x,y)" € R? durch

foy) = rysrly  falls (z,y) # (0,0),
’ 0 falls (z,y) = (0,0).

Zeigen Sie, dass f zweimal partiell differenzierbar ist, und dass 0, f(0,0) = —0,, f(0,0) = 1.

Beachte: Wir sagen, dass eine Funktion f: R® — R zweimal differenzierbat ist, falls V f
differenzierbar ist. Tatsdchlich gilt der Satz von Schwarz auch fiir zweimal differenzierbare

Funktionen (im Widerspruch zur vorherigen Version dieser "Ubung).

Aufgabe 6. Fiir n € N bezeichnen wir mit GL,(R) die Menge der invertierbaren n x n-

Matrizen mit reellen Eintragen, betrachtet als Teilmenge von Mat,, ,(R) = R

(1) Zeigen Sie, dass GL,(R) eine offene Teilmenge von Mat,, ,(R) ist.
(2) Zeigen Sie, dass die Abbildung

inv: GL,(R) — GL,(R), A +— A~!

stetig ist.
(3) Zeigen Sie, dass inv differenzierbar ist und bestimmen Sie fir A € GL,(R) das
Differential D 4 inv.

Aufgabe 7. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr
als eine richtige Antwort geben).

(1) Die Hesse-Matrix H(zo) der Funktion f: R™ — R sei in einem kritischen Punkt x
von f positiv semidefinit, d.h. es gelte (v, H(xo)v) > 0 fiir alle v € R™. Welche der
folgenden Aussagen gelten dann notwendigerweise?

a) x¢ ist ein striktes lokales Minimum von f.

)
b) zp ist ein (moglicherweise nicht striktes) lokales Minimum von f.
c)

xg ist kein lokales Maximum von f.
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d) Keine der obige Aussagen.
(2) Welche der folgenden Aussagen iiber regulére und kritische Werte bzw. Punkte gelten

im Allgemeinen?
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Jeder Punkt im Urbild eines reguldren Wertes ist ein regulérer Punkt.
Das Bild eines kritischen Punktes ist ein kritischer Wert.
Jeder Punkt im Urbild eines kritischen Wertes ist ein kritischer Punkt.
Das Bild eines regulédren Punktes ist ein reguldrer Wert.
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