ANALYSIS 2: MEHRERE VARIABLEN FRUHJAHRSEMESTER 2023
Prof. Urs Lang Donnerstag, 20. April

Ubungsserie 8

Abgabe bis zum 27. April

Bonuspunkte konnen in Aufgaben 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Sei @) ein abgeschlossener Quader und sei f : ) — R eine Riemann-integrierbare
Funktion mit f > 0 und fQ fdvol = 0. Zeigen Sie, dass dann f = 0 fast iiberall gilt.
Formulieren und beweisen Sie die analoge Aussage fiir Funktionen auf Jordan-messbaren

Teilmengen.

Aufgabe 2. Berechnen Sie
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Berechnen Sie

Aufgabe 3. Definition. Fine Teilmenge J C R" heisst eine Jordan-Nullmenge, falls es zu
jedem € > 0 eine endliche Liste Q1,...,Qr C R" offener Quader gibt, so dass
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Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(1) J ist eine Jordan-Nullmenge,
(2) J ist Jordan-messbar mit vol(J) = 0,



(3) J ist eine beschriinkte Lebesgue-Nullmenge.

Aufgabe 4. Berechnen Sie unter Verwendung von Zylinderkoordinaten das Volumen des
von den Flichen 2% + y% + 22 = 8 und 2z = 2% + y? eingeschlossenen Bereichs B.

Aufgabe 5. Fiir n € N bezeichne w,, = vol(B} (0)) das Volumen des n-dimensionalen

Einheitsballes. Zeigen Sie, dass
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Hinweis: Finden Sie eine 2-Schritt-Rekursionsformel fiir w,.

Aufgabe 6. (Volumen des Standardsimplex) Sei n € N. In dieser Ubung mochten wir das

Volumen des n-dimensionalen Simplex

Np={zeR"|xy,...,2, € R5y und Zxk <1}
k=1
berechnen.

(1) Zeigen Sie, dass A\, das gleiche Volumen hat wie die Teilmenge
Ac={yeR"|0<y <y < ... <y, <1}
(2) Zu o € S,, definieren wir
A ={y eR" |0 <o) S ¥o2) < - < Yom) < 1}

Verifizieren Sie, dass vol(A,) = vol(A,) gilt fiir alle o € 5.
(3) Begriinden Sie, wieso [0,1]" = (J,cg.
dass das Volumen von A,, gleich % ist.

A, ist und verwenden Sie dies, um zu zeigen,

Aufgabe 7. (Ganzzahlige Kantenlingen) Gegeben sei ein Rechteck Q@ C R?, das eine endli-
che Uberdeckung mit Rechtecken Q1,...,Q, C Q besitzt, die sich jeweils hochstens an den
Kanten schneiden.
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Angenommen jedes der Rechtecke @)1, ..., @, hat mindestens eine Kante mit ganzzahliger
Lange. Zeigen Sie, dass dann auch ) mindestens eine Kante mit ganzzahliger Lénge hat.



Hinweis: Finden Sie eine geeignete Funktion auf @), dessen Integral genau dann verschwindet, wenn @ eine

ganzzahlige Kante hat.

Aufgabe 8. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr

als eine richtige Antwort geben).
(1) Fir B={(z,y) e R?: 0 <z <1, 2% <y < 1} bezeichne I = [, f dvol das Integral
einer nicht-negativen Riemann-integrierbaren Funktion f: B — Rso. Welche der

folgenden Gleichungen gelten?

(a) ]—fo fo (x,y)dzdy .

(b) ]—fmg fo x,y) dz dy.

(c) I= fo foff (z,y) dx dy.

(d) I=[7vol({(z,y) € B: f(z,y) >1t})dt.

(2) Welche der folgenden Mengen ist Jordan-messbar?

(e) QnJo,1].
(f) [0,1]\Q.
(g) [0, 1]\Uk 1[3k’321€}

)
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(3) Welches der folgenden Integrale unterscheidet sich von den anderen?
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