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Bonuspunkte können in Aufgaben 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Sei f = (f1, f2) : R2 → R2 ein C2-Vektorfeld. Zeigen Sie: Ist B ⊂ R2 ein kom-

pakter glatt berandeter Bereich und γ : [0, 1] → ∂B eine positiv orientierte Parametrisierung

des Randes, so gilt∫
B

det(Dxf) dvol(x) =

∫ 1

0

(f1 ◦ γ) (f2 ◦ γ)′dt = −
∫ 1

0

(f1 ◦ γ)′(f2 ◦ γ) dt.

Aufgabe 2. Berechnen Sie den von der Kurve

γ : t ∈
[
−π

2
,
π

2

]
7−→ (cos(t), sin(2t)) ∈ R2

eingeschlossenen Flächeninhalt.

Aufgabe 3. Berechnen Sie den Flächeninhalt des sphärischen Vierecks S ⊂ S2 begrenzt

durch die Längengrade −π < ϕ1 < ϕ2 < π und Breitengrade −π/2 < θ1 < θ2 < π/2.

Aufgabe 4. Sei Ω = R2\{0}. Für welche stetig differenzierbaren Funktionen g : (0,∞) → R
ist das Vektorfeld

f : Ω → R2, x 7−→ g(∥x∥2)
x

∥x∥2
divergenzfrei?

Aufgabe 5. Seien a, b ∈ Rmit a < b, γ : [a, b] → R2 ein geschlossener, stetig differenzierbarer

Weg und u ∈ R2 \ γ([a, b]) ein Punkt ausserhalb der Spur γ([a, b]) von γ. Dann definieren

wir die Umlaufzahl von γ um u durch

Iγ(u) =
1

2π

∫ b

a

⟨γ(t)− u,R−1γ̇(t)⟩
∥γ(t)− u∥22

dt,

wobei R = ( 0 −1
1 0 ) ∈ SO2(R) die Rotationsmatrix um 90 Grad im Gegenuhrzeigersinn be-

zeichnet.



Wir betrachten nun speziell den Weg γr : [0, 2π] → R2, t 7−→ r
( cos(t)
sin(t)

)
für ein r > 0, welcher

den Rand des r-Balls Br(0) in R2 parametrisiert. Zeigen Sie für u /∈ ∂Br(0), dass

Iγr(u) =

1, u ∈ Br(0),

0, u /∈ Br(0).

Aufgabe 6. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr

als eine richtige Antwort geben).

(1) Für U := R2 \ {0}, ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : U → R2 und r > 0 sei

Ir :=
∫
∂B

⟨f,n⟩ dL das Flussintegral durch den Rand von B = Br(0) bezüglich der

Aussennormalen und sei Jr :=
∫
∂B

⟨f, dx⟩ das Wegintegral entlang ∂B. Welche der

folgenden Aussagen sind stets wahr?

W

(a) Ist f divergenzfrei, so ist Ir = 0 für alle r > 0..

(b) Ist f divergenzfrei, so hängt der Wert Ir nicht von r ab.

(c) Ist f rotationsfrei, so hängt der Wert Jr nicht von r ab.

(d) Ist f rotationsfrei, so ist Jr = 0 für alle r > 0.

(2) Sei U ⊆ R2 offen mit 0 ∈ U , f : U → R2 ein stetig differenzierbares Vektorfeld und

Ir =

∫
∂Br(0)

⟨f,n⟩ dL

der Fluss von f durch den Rand des r-Balles Br(0). Welche der folgenden Asympto-

tiken gelten im Allgemeinen für r ↘ 0?

W

(e) Ir = div(f)(0) + o(1).

(f) Ir = o(r).

(g) Ir = O(r3).

(h) Ir = O(r2).

(3) Sei U ⊆ R2 offen, B = [a, b]× [c, d] und f : U → R2 ein stetiges Vektorfeld auf U . Sei

n ein Aussennormalenfeld auf B und

Iu =

∫ b

a

⟨f,n⟩(x, c) dx, Io =

∫ b

a

⟨f,n⟩(x, d) dx

Il =

∫ d

c

⟨f,n⟩(a, y) dy, Ir

∫ d

c

⟨f,n⟩(b, y) dy

Welche der folgenden Audrücke stimmt mit dem Fluss von f durch ∂B?

W

(i) Iu − Io + Ir − Il
(j) Iu + Io + Ir + Il
(k) Iu + Io − Ir − Il .

(l) −Iu + Io − Ir + Il.


