ANALYSIS 2: MEHRERE VARIABLEN FRUHJAHRSEMESTER 2023
Prof. Urs Lang Donnerstag, 4. Mai

Ubungsserie 10

Abgabe bis zum 11. Mai

Bonuspunkte konnen in Aufgaben 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Sei f = (f1, fo): R? — R? ein C?-Vektorfeld. Zeigen Sie: Ist B C R? ein kom-
pakter glatt berandeter Bereich und ~y: [0, 1] — 0B eine positiv orientierte Parametrisierung
des Randes, so gilt

1

/B det(D, f) dvol(x) = /0 (107) (faor)dt = /0 (f107) (fa o) dt.

Aufgabe 2. Berechnen Sie den von der Kurve
vite [—g g] —— (cos(t), sin(2t)) € R?

eingeschlossenen Flédcheninhalt.

Aufgabe 3. Berechnen Sie den Flicheninhalt des sphirischen Vierecks S C S? begrenzt
durch die Langengrade —m < ¢ < ¢ < m und Breitengrade —7/2 < 01 < 05 < 7/2.

Aufgabe 4. Sei Q = R?\ {0}. Fiir welche stetig differenzierbaren Funktionen g: (0,00) — R
ist das Vektorfeld

x
f: Q=R z—s g(||z|l2) ——
]2

divergenzfrei?

Aufgabe 5. Seien a,b € Rmit a < b, : [a,b] — R? ein geschlossener, stetig differenzierbarer
Weg und u € R? \ 7([a, b]) ein Punkt ausserhalb der Spur ~([a,b]) von . Dann definieren
wir die Umlaufzahl von v um u durch

1) - w R(0)
L =g | EOET

wobei R = (9 ') € SO5(R) die Rotationsmatrix um 90 Grad im Gegenuhrzeigersinn be-

t,

zeichnet.



Wir betrachten nun speziell den Weg ~,.: [0, 27] — R?, t — r(:?sg)) ) fiir ein 7 > 0, welcher

den Rand des r-Balls B,(0) in R? parametrisiert. Zeigen Sie fiir u ¢ 9B,(0), dass

1, we B.(0),

BW=9, w ¢ B,(0).

Aufgabe 6. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr
als eine richtige Antwort geben).

(1) Fiir U := R?\ {0}, ein stetig differenzierbares Vektorfeld f: U — R? und r > 0 sei
I, .= [,5(f,n)dL das Flussintegral durch den Rand von B = B,(0) beziiglich der
Aussennormalen und sei J, = |, opf,dx) das Wegintegral entlang OB. Welche der
folgenden Aussagen sind stets wahr?

a
b

c¢) Ist f rotationsfrei, so hingt der Wert J, nicht von r ab.
(d) Ist f rotationsfrei, so ist J, = 0 fiir alle r > 0.
(2) Sei U C R? offen mit 0 € U, f: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld und

[7" = / <f7 1’l> dL
0B, (0)

der Fluss von f durch den Rand des r-Balles B,.(0). Welche der folgenden Asympto-
tiken gelten im Allgemeinen fiir 7 \, 07

Ist f divergenzfrei, so ist I, = 0 fiir alle r > 0..
Ist f divergenzfrei, so hingt der Wert I, nicht von r ab.
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(¢) '

(6) I = o(r).

(g) r = O(Tg)'

(h) .= O(r?).

(3) Sei U C R? offen, B = [a,b] X [¢,d] und f: U — R? ein stetiges Vektorfeld auf U. Sei

n ein Aussennormalenfeld auf B und

= [umea 1= e o

Il:/ <f>n>(a7y) dya ]r/ <f>n>(b>y> dy

Welche der folgenden Audriicke stimmt mit dem Fluss von f durch 0B?
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L,—1,+1.—1I
L+1,+ 1.+ 1
k) L+1,—1,—1.
I, + 1, — I, + 1.
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