ANALYSIS 2: MEHRERE VARIABLEN FRUHJAHRSEMESTER 2023
Prof. Urs Lang Donnerstag, 11. Mai

Ubungsserie 11

Abgabe bis zum 18. Mai

Bonuspunkte konnen in Aufgaben 1-4 erarbeitet werden

Aufgabe 1. Berechnen Sie den Fluss des Vektorfelds (z,y, z) — (z,y,2 — 2? — y?) durch
die obere Halbsphéire S = {(z,y,2) € R® : 22 + y* + 22 = 1, 2 > 0} von innen nach aussen.

Aufgabe 2. Sei f : R® — R3 ein zweimal stetig differenzierbares Vektorfeld und sei
¢ : R® — R eine C*-Funktion. Wir erinnern daran, dass wir mit Vo den Gradienten
von ¢ bezeichnen. Beweisen Sie die folgenden Identitéten.

(1) rot(pf) = (Vo) x f + prot f,
(2) div(ef) = (Ve, f) +¢div f,
(3) div(rot f) =0,

(4) rot(Vp) =0

Aufgabe 3. Sei £ C R? die Ebene durch die Punkte ¢; = (1,0,0), e = (0,1,0) und
es = (0,0,1). Der Kreis K C E durch diese drei Punkte sei so orientiert, dass ej, eq, €3 in
dieser Reihenfolge durchlaufen werden. Gegeben sei weiter das Vektorfeld f: (z,y,z) —
(z —y,x + 2yz,y?) auf R3. Berechnen Sie

(1) die Rotation von f und

(2) das Wegintegral von f entlang von K.

Aufgabe 4. Sei U C R? eine offene Menge, B C U ein glatt berandeter, kompakter und
zusammenhingender Bereich mit dusserem Einheitsnormalenfeld n: 0B — R3, und sei
u: U — R eine harmonische Funktion mit Aussennormalableitung Oyu = (Vu,n): 0B —
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gilt und folgern Sie daraus, dass u auf B konstant sein muss, falls u|gp = 0 oder J,u = 0 ist.

R. Zeigen Sie, dass

Aufgabe 5. Seien o, 3,7 € R und f: R? — R? das Vektorfeld definiert durch
flx,y,2) = (z+ 2y + az, fr — 3y — 2,42 + yy + 22)".



Fiir welche Werte von «, 3, ist f rotationsfrei? Bestimmen Sie fiir diese Werte ein Potential

von f.

Aufgabe 6. Seien f: R\ ({(0,0)} x R) — R? das Vektorfeld definiert durch
2(zz+y) 2(yz —x)

f(x,y,2) = ( 224+ q2 ) 2242
und 1,72, v3: [0, 27] — R? die Wege
71(t) = (cos(t), sin(t),0)",
Yo(t) = (2cos(t), 2sin(t), 2)"
v3(t) = (3cos(t) + 6,3 sin(t), 3)".
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(1) Berechnen Sie die Rotation rot(f) von f und das Wegintegral f% (f,dx) von f entlang
1. Ist f konservativ?

(2) Erkldren Sie, wie aus dem Satz von Stokes folgt, dass [ (f,dz) = [ (f,dz).

(3) Folgt aus dem Satz von Stokes auch, dass f"/1<f’ dr) = f%(f, dxz)?

Aufgabe 7. Multiple choice Aufgabe. Kreuzen Sie die richtigen Antworten an (es kann mehr
als eine richtige Antwort geben).

(1) Sei U C R™ ein sternformiges (oder allgemeiner, einfach zusammenhéngendes) Ge-
biet und f: U — R"™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Welche der folgenden
Eigenschaften sind dann im Allgemeinen dquivalent zur Konservativitat von f 7

(a) f besitzt ein Potential.
(b) f erfiillt die Integrabilitdtsbedingungen.
(c) f ist divergenzfrei.
(d) Falls n =3 oder n = 3: f ist rotationsfrei.
(2) Sei A= {(z,y) € R*|1 < 2? + y* < 4}. Welche der folgenden Wege

Y1,72: [0,27] — R? bilden zusammen eine positiv orientierte Parametrisierung des

Randes von A?
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v (t) = (2cos(t),2sin(t)), 2(t) = (cos(t), —sin(t)).
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