Probepriifung Analysis IT — Losung  (17. August 2022, iiberarbeitet)

Rechnungen

Aufgabe 1. [4 Punkte] Sei B = {(z,y) € R?: 2 >0,y > 0, 2? + y* < 1}.
Fiir welches Paar (s,¢) € R?* wird das Integral [,(z —s)*+ (y—t)*dvol(z,y)
minimal?

Losung: Man differenziert unter das Integral und erhélt die Bedingung

% /B(x —5)* 4+ (y — t)*dvol(z,y) = / —2(x — s)dvol(x,y) = 0.

B

Daraus folgt leicht s7w/4 = [, sdvol = [pxdvol =1/3, also s = 4/(3m). Aus
Symmetriegriinden ist ¢ = s.

Aufgabe 2. [4 Punkte] Berechnen Sie den Fluss des Vektorfelds (z,y, z) —
(z,y, 2 — 22 — y*) durch die obere Halbsphiire S = {(x,y,2) € R : 22 + ¢y +
2?2 =1, z > 0} von innen nach aussen.

Losung: Die Divergenz des Vektorfelds ist konstant gleich 3, und das Vo-
lumen der Halbkugel ist 27/3, somit ist nach dem Divergenzsatz der Fluss
durch die Oberfliche der Halbkugel gleich 27r. Davon ist noch der Fluss durch
die Grundfliche G zu subtrahieren:

1 2m T
/:c2+y2dvol(:c,y):/ / r3dodr = =,
a o Jo 2
der Fluss durch S ist also 2r — 7/2 = 37/2.

Aufgabe 3. Gegeben sei das ebene Dreieck D C R?® mit den Eckpunkten
A=(2,0,0), B=(0,2,0) und C = (0,0, 3). Berechnen Sie

(a) [1 Punkt] die Rotation des Vektorfelds f: (x,y, z) — (z,z,y) sowie

(b) [3 Punkte] das Wegintegral von f entlang des Randes von D, sodass
die Punkte A, B, C in dieser Reihenfolge durchlaufen werden.

Losung: Man verwendet den Satz von Stokes. Die Rotation des Vektor-
felds ist (1,1,1), der Normalenvektor der Dreiecksebene (1/1/22)(3,3,2), das
Skalarprodukt dieser beiden Vektoren somit 8/4/22. Multiplikation mit dem
Flicheninhalt A = v/22 des Dreiecks gibt den Wert 8 fiir das Wegintegral.

Aufgabe 4. Gegeben sei die Differentialgleichung y” 4+ 4y’ + 4y = 0 fiir eine
reelle Funktion y = y(x). Bestimmen Sie
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(a) [1 Punkt] die allgemeine Losung dieser Gleichung sowie

(b) [3 Punkte] die Losung des Anfangwertproblems y” + 4y + 4y = 2e~2*,
y(0) =y'(0) = 0.

Lésung: Die homogene Gleichung hat das charakteristische Polynom (A+2)?

und somit die allgemeine Losung yo(z) = (a + br) e 2% mit a,b € R. Fiir das

Anfangswertproblem in (b) geniigt deshalb der Ansatz y(x) = cx?e 2 mit

den Ableitungen

Y (z) = (2cx — 2ca?) e,
y'(z) = (2¢ — 8cx + dex®) e .

Einsetzen in die inhomogene Gleichung gibt ¢ = 1.

MC-Aufgaben

Aufgabe 5. [3 Punkte| Sei Vf das Gradientenvektorfeld einer glatten
Funktion f: R™ — R fiir n > 2. Welche der folgenden Aussagen sind stets
wahr?

(a) Ist V f(xg) # 0 fiir eine Stelle 25 € R", so existiert eine offene Umge-
bung U C R" von zg, sodass {z € U : f(z) = f(x)} eine (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ ist.

(b) Es gibt keine regulire glatte Kurve v: [0,1] — R™ mit v(0) = ~(1),
sodass ¥/'(t) = Vf(y(t)) fur alle t € [0, 1] gilt.

(c) Ist Vf(x) # 0 fiir alle x € R™, so ist f unbeschrénkt.

(d) Ist @ # B C R™ ein kompakter glatt berandeter Bereich mit dusserem
Einheitsnormalenfeld n, und gilt (V f(z),n(z)) > 0 fiir alle 2 € 0B, so
besitzt f im Innern von B eine lokale Minimalstelle.

Losung: (a) W, (b) W, (c) F, (d) W.

Aufgabe 6. [3 Punkte] Sei n € N, U C R" eine offene Menge und f: U —
R"™ eine stetig differenzierbare Funktion, deren Differential in jedem Punkt
invertierbar ist. Welche der folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) Fiir alle y € R™ ist das Urbild f~*{y} endlich oder abzéhlbar.

(b) f bildet Nullmengen auf Nullmengen ab.
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(c) Ist f injektiv, soist f: U — f(U) ein Diffeomorphismus.
(d) Ist f surjektiv, soist f: U — R" ein Diffeomorphismus.
Losung: (a) W, (b) W, (¢) W, (d) F.

Aufgabe 7. [3 Punkte] Es sei f = (f1, f2, f3) ein C'-Vektorfeld auf U =
{(z,y,2) e R*: 2 + ¢y*> > 0}, und fiir r > 0 und 2z € R sei 7,.,: [0,27] — U
durch 7, ,(t) = (rcos(t),rsin(t), z) definiert. Welche der folgenden Aussagen
sind stets wahr?

(a) Erfillt f die Integrabilitdtsbedingungen 0;fr = Ok f; fir alle j k €
{1,2,3}, so ist f konservativ.

(b) Ist f divergenzfrei, so hingt das Wegintegral von f entlang +, . nicht
von der Wahl von r und z ab.

(c) Ist f rotationsfrei, so héngt das Wegintegral von f entlang +, . nicht
von der Wahl von r und z ab.

(d) Ist das Wegintegral von f entlang =, , fiir jedes » > 0 und z € R gleich
null; so ist f konservativ.

Losung: (a) F, (b) F, (¢) W, (d) F.

Aufgabe 8. [3 Punkte] Fiir B = {(z,y) e R : 0 <z < 1,22 <y <
1} bezeichne I = [, fdvol das Integral einer nicht-negativen Riemann-
integrierbaren Funktion f: B — Rs,. Welche der folgenden Gleichungen
gelten?

I—fo fo (x,y) dx dy
f fo x,y)dx dy.
I—fo y) dx dy.

) I= [y vol({(z,y) € B: f(x,y) > t}) dt
Losung: (a) F, (b) F, (¢) W, (d) W.




Theorie und Anwendungen

Aufgabe 9.
(a) [2 Punkte] Formulieren Sie den Banachschen Fixpunktsatz.
(b) [4 Punkte| Beweisen Sie den Banachschen Fixpunktsatz.

Losung: (a) Ist (X,d) ein nicht leerer, vollstdndiger metrischer Raum
und 7: X — X eine Lipschitz-Kontraktion, d.h. eine Abbildung mit
d(T(x),T(y)) < Ad(x,y) fiir eine Konstante A € [0,1) und fiir alle 2,y € X,
so existiert genau ein Punkt zq € X mit T'(xy) = ¢ (ein Fixpunkt von 7).

(b) Man wé&hlt eine beliebigen Startpunkt z; € X und definiert die Folge
()n rekursiv durch z,.; = T(z,) oder direkt durch z, = T" (x;) fiir
n € N. Es gilt

d(p, Tpy1) = d(T" (1), T (22)) < A" (2, 29).
Fir 1 <m < n folgt damit

(T, Tn) < ATy Tigr) + -+ d(Tp_1, )

S ()\m—l + ...+ )\n—2) d([L’l, .932)
)\m—l
1—A

<A N d(w,a) =

k=0

d(xq,x2).

Zu € > 0 existiert daher ein N > 0 mit d(z,,z,) < € fir alle m,n > N.
Somit ist (x,), eine Cauchy-Folge, die aufgrund der Vollstandigkeit von X
gegen einen Punkt zy € X konvergiert. Da T stetig ist, folgt

zo = lim z, = lim x,,; = lim T(z,) = T( lim Jcn) = T (zo),
n—o0 n—oo n—oo n—oo

X ist also ein Fixpunkt von T'. Fiir jeden von x( verschiedenen Punkt z € X
gilt d(zo, T(z)) = d(T(z0), T (x)) < Ad(xg,z) < d(z9, ), womit T'(x) # x
ist. Dies zeigt, dass zy der einzige Fixpunkt von T ist.

Aufgabe 10.

(a) [2 Punkte] Wann heisst eine Funktion f: R™ — R™ fiir m,n > 1 an
einer Stelle o € R™ differenzierbar?

(b) [4 Punkte] Zeigen Sie: Ist f: R? — R eine Funktion, deren partielle
Ableitungen 9, f, 0, f auf ganz R? existieren und stetig sind, so ist f
auf ganz R? differenzierbar.



Losung: (a) Die Funktion f: R™ — R ist an der Stelle 2y € R™ differenzier-
bar, falls es eine lineare Abbildung L: R" — R™ (das Differential L = D, f)
gibt, sodass

fzo+h) = f(xg) + L(h) + o(||h]]) fiir h — 0

oder anders ausgedriickt limy,_,o me(xo + h) — f(xo) — L(h)|| = 0 gilt.

(b) Seien z = (z1,x2) und h = (hy, he) # (0,0) in R% Aufgrund der partiel-
len Differenzierbarkeit von f und des Mittelwertsatzes der eindimensionalen
Differentialrechnung gilt

f(z+h) = f(z)
= f(x1 4+ hy, 29 + ho) — f(21,22)
= f(x1 + hy, 29 + ho) — f(x1, 22 + ho) + f(21, 29 + ho) — f(21,22)
= O f (&, w2 + ha) by + 02 f (21,&2) he

fiir Zwischenpunkte &, € [min{xy, xr+hy }, max{xg, xx+hi}], & = 1,2. Damit
ist

fl@+h) = flz) = 01f(x) hi + O f(x) hy + a(, )
fiir a(ﬁ, h) = [81f<£1, $2+h2> —6’1f(:c1, Z‘Q)] hl + [an($1, £2> —82f($1, 1’2)] hg.
Fir h — 0 folgt hy — 0 und & — xp, und mit |hg|/||h|| < 1 und der
Stetigkeit von Oy f folgt a(x,h)/||h|| — 0. Somit ist f bei x differenzierbar
mit Differential L(h) = Oy f(x) hy + Oof () ho.

Aufgabe 11. [4 Punkte] Sei f = (f1, f2): R? — R? ein C*-Vektorfeld. Zei-
gen Sie: Ist B C R? ein kompakter glatt berandeter Bereich und v: [0, 1] —
OB eine positiv orientierte Parametrisierung des Randes, so gilt

/Bdet(Dxf)dvol(x):/o (fro7) (fQOy)/dt:—/O (fio7) (f207)dt.

Losung: Die zweite Gleichung ergibt sich direkt durch partielle Integration.
Fiir den Integranden des zweiten Integrals folgt mit der Kettenregel

(fiev) (fz07) = (froN{(Vf2)or.7) =((/iVf) o7, 7),

somit ist das zweite Integral gerade das Wegintegral des Vektorfeldes f1V fo =
(f1 01 f2, f1 02f2) entlang 7. Die Rotation dieses Vektorfeldes ist

rot(f1V fa) = O (f1 Do fa) — Do f1 01 f2)
= 01 f1 Oofo + [10102f2 — Oaf1 O fo — f1 0201 fo
= det(D.f),



wobei im letzten Schritt nach dem Satz von Schwarz 0,0, fo = 0201 fo gilt (f
ist C?). Die erste Gleichung folgt somit aus dem Satz von Green.

Alternativ kann man das zweite Integral als Flussintegral des um 90 Grad im
Uhrzeigersinn gedrehten Vektorfeldes (f Oa fo, — f1 01 f2) durch 0B auffassen.
Die gleiche Rechnung wie oben zeigt, dass die Divergenz dieses Vektorfeldes
gleich det(D.f) ist, womit die erste Gleichung aus dem Divergenzsatz folgt.

Aufgabe 12. Es seien p, ¢ € (1,00) mit %4— % =1

(a) [3 Punkte] Zeigen Sie: Fiir a,b > 0 gilt

1 1
—a’ + =b? > ab (Young-Ungleichung).
p q

(b) [3 Punkte] Fiir 2 = (21,...,2,) € R" sei |z, = (X0, |zl?) """,
Folgern Sie aus (a): Fiir z = (z1,...,2,),y = (y1,...,Yyn) € R" gilt

> el < llzll, lyll,  (Hélder-Ungleichung).
k=1

Hinweis: Nehmen Sie zuerst ||z||, = ||yll, = 1 an. Sie kénnen Teil (b)
auch beantworten, wenn Sie (a) nicht gelost haben.

Losung: (a) Ist a = 0 oder b = 0, so gilt die Ungleichung trivialerweise.
Seien jetzt a,b > 0. Dann existieren s,t € R mit e = a” und ¢! = a?.
Da 2 + é = 1, folgt die gewiinschte Ungleichung aus der Konvexitédt der
Exponentialfunktion:
la” + 1bq = 1es + 1et > er*tit = (ap)%(bq)% = ab.

p 4q p q
Ein anderer Losungsweg wurde in der Vorlesung im FS 2022 als einfaches
Beispiel zur Methode von Lagrange gegeben. Zuerst zeigt man die Unglei-
chung f(z,y) = %xp + éyq > 1 fiir z,y > 0 unter der Nebenbedingung
F(z,y) = xzy — 1 = 0. In lokalen Extremalstellen von f unter dieser Neben-
bedingung gilt

ya!

(xp_l) =V f(z,y) =AVEF(z,y) = A (‘Z)

fiir ein A € R, also 27 = Azy = y? und y = %P, Mit xy = 1 folgt weiter
#'*97 =1 und somit (z,y) = (1,1). In diesem Punkt ist f(1,1) = L + 7 = L.
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Da f(xz,y) > 1 fir x > p oder y > ¢, muss (z,y) = (1,1) eine (globale)
Minimalstelle und 1 das Minimum sein, was die gewiinschte Ungleichung fiir
x,y beweist. Mit z = a/(ab)"/? und y = b/(ab)'/? folgt daraus die Young-
Ungleichung fiir a,b > 0.

(b) Im Fall ||z||, = 0 oder ||y||, = 0 gilt die Ungleichung offensichtlich. Seien
jetzt zunéchst [|z||, = ||lyll; = 1. Fiir a = |z%| und b = |y,| folgt aus (a)

1 1
lzrye] < =l + =|yrl?,
P q

und Summation {iber k£ gibt wie gewiinscht

n n n

1 1 1 1 1 1
wrgkl < =)kl + =) el = =llzllZ + =yl = -+ = =1
E |2k Y| ’ || . Y| pH 15 qH [ P

k=1 k=1 k=1

Die allgemeine Ungleichung fiir ||z||, > 0 und |ly||;, > 0 folgt unmittelbar,
indem man die soeben gezeigte Ungleichung auf die normierten Vektoren

o' = xf|zll, und y" = y/[lyll, anwendet (es gilt |zyi| = [zayul /([ 2], ]lyllq))-




