Probepriifung Analysis 11 (31. Januar 2023)

Rechnungen

Aufgabe 1.
(a) [1 Punkt]| Bestimmen Sie die Jacobi-Determinante der Abbildung
D: {(s,t):5>0,0<t <21} = R> (s,1)+ (ascos(t),bssin(t))
in Abhéngigkeit der Parameter a,b > 0.
(b) [3 Punkte| Berechnen Sie das polare Flichentragheitsmoment J, =

[ * + y*dvol(x,y) der Ellipse B = {(z,y) € R* : 2?/a® + y*/b*> < 1}
mit Halbachsen a,b > 0.

Aufgabe 2. [3 Punkte]
Berechnen Sie das Integral I = foﬁ fzﬁ sin(y?) dy dx.

Aufgabe 3. Sei £ C R3 die Ebene durch die Punkte e; = (1,0,0), ey =
(0,1,0) und e3 = (0,0,1). Der Kreis K C E durch diese drei Punkte sei so
orientiert, dass eq, e, e3 in dieser Reihenfolge durchlaufen werden. Gegeben
sei weiter das Vektorfeld f: (z,y,2) — (2 —y, z + 2yz, y?) auf R?. Berechnen
Sie

(a) [1 Punkt] die Rotation von f und

(b) [3 Punkte] das Wegintegral von f entlang von K.

Aufgabe 4. Gegeben sei die Differentialgleichung 3" + y” — 2y = 0 fiir eine
reelle Funktion y = y(z). Bestimmen Sie

(a) [2 Punkte| drei linear unabhéingige Losungen dieser Gleichung sowie

(b) [3 Punkte] die Losung des Anfangswertproblems y"” + y” — 2y = e~
y(0) =0, ¢'(0) =1, y"(0) = 0.
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Aufgabe 5. [3 Punkte] Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Eine

Teilmenge A C X heisst diskret, falls es fiir jeden Punkt xo € A ein € > 0

gibt mit B.(zo) N A = {xo}. Welche der folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) Jede diskrete Teilmenge von X ist endlich.

(b) Jede abgeschlossene diskrete Teilmenge von X ist endlich.

(c) Jede lokal Lipschitz-stetige Funktion f: X — R ist Lipschitz-stetig.
)

(d) Jede gleichmiéssig stetige Funktion f: X — R ist Lipschitz-stetig.

Aufgabe 6. [3 Punkte] Fiir U := R3 \ {0}, ein stetig differenzierbares
Vektorfeld f: U — R® und r > 0 sei I, == [, (f,n)dA das Flussinte-

gral durch den Rand von B,(0) beziiglich der Aussennormalen. Welche der
folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) Ist f divergenzfrei, so ist I, = 0 fiir alle r > 0.

(b) Ist f divergenzfrei, so hingt der Wert I, nicht von r ab.

(c) Ist f rotationsfrei, so hingt der Wert I, nicht von r ab.
)

(d) Ist f =rot(g) fiir ein Vektorfeld g, so ist I, = 0 fur alle r > 0.

Aufgabe 7. [3 Punkte] Seien F': R" — R (n > 1) eine glatte Funktion,
x € R™ ein Punkt mit VF(x) # 0und N := {y € R": F(y) = F(z)}. Welche
der folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) N ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R".

(b) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von z, sodass NNU eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™ ist.

(¢) VF(z) steht senkrecht auf ker(D,F).

(d) Ist f: R™ — R eine differenzierbare Funktion, fiir die f|y in z € N ein
lokales Extremum annimmt, so ist V f(z) = AV F(z) fiir ein A € R.



Aufgabe 8. [3 Punkte] Welche der folgenden Funktionen R — R kénnen
als Losungen einer homogenen, linearen, gewohnlichen Differentialgleichung
dritter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten auftreten?

x — e"(cos(x) +sin(z) — 1)

Theorie und Anwendungen

Aufgabe 9. Fiir einen metrischen Raum X bezeichne C(X) den Vektor-
raum der stetigen, beschrénkten, reellwertigen Funktionen auf X, versehen
mit der Supremumsnorm || - ||o. Weiter sei (f,)nen eine Cauchy-Folge in
Ch(X). Zeigen Sie in den folgenden zwei Schritten, dass die Folge in Cy(X)
konvergiert (und Cy(X) somit vollstandig ist):

(a) [3 Punkte| Die Folge (f,), konvergiert bzgl. || - ||oo gegen eine be-
schrankte Funktion f: X — R.

(b) [3 Punkte] Die Funktion f ist stetig.

Aufgabe 10.

(a) [1 Punkt] Wie sind (Lebesgue-)Nullmengen in R™ definiert?

(b) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass die Vereinigung von abzahlbar vielen Null-
mengen in R" eine Nullmenge ist.

(¢) [3 Punkte] Sei @ C R” ein abgeschlossener Quader und f: @ — R
eine Riemann-integrierbare Funktion mit f > 0 und f@ fdvol = 0.
Zeigen Sie, dass fast iiberall f = 0 gilt.



Aufgabe 11. Fiir eine Jordan-messbare Menge B C R? mit Flicheninhalt
vol(B) > 0 sind
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die Koordinaten des Fldchenschwerpunkts zp = (xg,yg) von B. Zeigen Sie:

(a) [2 Punkte] Ist B = |J;_, B; fiir paarweise disjunkte Jordan-messbare
Mengen By, ..., B, € R? mit vol(By),...,vol(B,) > 0, so gilt

" vol(B;)
w=) vol(B) “P

i=1

(b) [4 Punkte] Ist B C R? ein Dreieck mit Eckpunkten o = (0,0), p =
(r,0) und q = (s,t), wobei r,s,t > 0, so ist zp = %(o—l—p+q).

Aufgabe 12. [4 Punkte] Seien n € N, A € GL,(R) eine invertierbare
n x n-Matrix und f: R™ — R"” ein differenzierbares Vektorfeld. Beweisen Sie
fiir z € R"™ die Formel div(A~! o f o A)(x) = div(f)(Az). Hinweis: Spur.




