Probepriifung Analysis II — Lésung (31. Januar 2023)

Rechnungen

Aufgabe 1.
(a) [1 Punkt]| Bestimmen Sie die Jacobi-Determinante der Abbildung
D: {(s,t):5>0,0<t <21} = R> (s,1)+ (ascos(t),bssin(t))
in Abhéngigkeit der Parameter a,b > 0.
(b) [3 Punkte| Berechnen Sie das polare Flichentragheitsmoment J, =
[ * + y*dvol(x,y) der Ellipse B = {(z,y) € R* : 2?/a® + y*/b*> < 1}
mit Halbachsen a,b > 0.
Losung: (a) det(D,®) = abs.
(b) Mit der mehrdimensionalen Substitutionsregel und (a) folgt

1 2T
Jo = / / (a?s® cos®(t) + b°s* sin(t)) abs dt ds
o Jo

1
= / mab (a* + b?) s° ds = %ab(a2 +b?).
0

Aufgabe 2. [3 Punkte]
Berechnen Sie das Integral [ = foﬁ fmﬁ sin(y?) dy dx.

Losung: [ = foﬁ ) sin(y?) da dy = foﬁysin(yQ) dy=1[-1 cos(y2)](\)/% = 1.

Aufgabe 3. Sei F C R? die Ebene durch die Punkte ¢; = (1,0,0), e; =
(0,1,0) und e3 = (0,0,1). Der Kreis K C E durch diese drei Punkte sei so
orientiert, dass ey, eg, e3 in dieser Reihenfolge durchlaufen werden. Gegeben
sei weiter das Vektorfeld f: (z,v,2) — (z —y, z + 2yz,y?) auf R®. Berechnen
Sie

(a) [1 Punkt] die Rotation von f und

(b) [3 Punkte] das Wegintegral von f entlang von K.



Losung: (a) rot(f) = (0,1, 2).

(b) Der Normalenvektor von E ist n = (1/4/3)(1,1,1), und das Skalarpro-
dukt rot(f) - n = /3 ist konstant. Mit dem Satz von Stokes erhélt man fiir
das Wegintegral deshalb v/3A, wobei A der Flicheninhalt des Kreises ist. Da
der Radius \/ﬁ betrigt, ist A = 27/3 und das Wegintegral gleich 27 /+/3.

Aufgabe 4. Gegeben sei die Differentialgleichung 3" + y” — 2y = 0 fiir eine
reelle Funktion y = y(z). Bestimmen Sie

(a) [2 Punkte] drei linear unabhéngige Losungen dieser Gleichung sowie

xT

(b) [3 Punkte] die Losung des Anfangswertproblems y"” + " — 2y = e 7,
y(0) =0, ¢y'(0) =1, y"(0) = 0.

T

Losung: (a) e, e " cos(z), e *sin(x).

(b) Fiir eine partikuléire Losung der inhomogenen Gleichung verwendet man
den Ansatz y = ce™”* und erhélt y = —l e~ *. Die allgemeine Losung und ihre
ersten zwei Ableitungen sind

y=Ae®”+(Bcos(z) + Csin(z) — 1) e,

y = Ae" +((C = B)cos(z) — (B +C)sin(x) + 3) e,
y'=Ae” +(QB sin(z) — 2C cos(z) — %) e 7.

Die gegebene Anfangsbedingung fiithrt somit auf das Gleichungssystem
A+B—-3=0, A+C—-B+i=1 A-20—-3=0

mit der Losung A=

B = C = 0. Das Anfangswertproblem hat also die
Losung y = 1(e” =

1
27
~%) = sinh(x), wie man leicht durch Einsetzen verifiziert.

MC-Aufgaben

Aufgabe 5. [3 Punkte] Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum. Eine
Teilmenge A C X heisst diskret, falls es fiir jeden Punkt xq € A ein € > 0
gibt mit B.(zo) N A = {zo}. Welche der folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) Jede diskrete Teilmenge von X ist endlich.
(b) Jede abgeschlossene diskrete Teilmenge von X ist endlich.

(c) Jede lokal Lipschitz-stetige Funktion f: X — R ist Lipschitz-stetig.
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(d) Jede gleichmissig stetige Funktion f: X — R ist Lipschitz-stetig.
Losung: (a) F, (b) W, (¢) W, (d) F.

Aufgabe 6. [3 Punkte] Fiir U := R3\ {0}, ein stetig differenzierbares
Vektorfeld f: U — R und r > 0 sei [, := faBT(0)<f’ n)dA das Flussinte-

gral durch den Rand von B, (0) beziiglich der Aussennormalen. Welche der
folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) Ist f divergenzfrei, so ist I, = 0 fiir alle r > 0.
(b) Ist f divergenzfrei, so hingt der Wert I, nicht von r ab.
(c) Ist f rotationsfrei, so hingt der Wert I, nicht von r ab.

(d) Ist f =rot(g) fiir ein Vektorfeld g, so ist I, = 0 fiir alle r > 0.
Losung: (a) F, (b) W, (c) F, (d) W.

Aufgabe 7. [3 Punkte] Seien F': R" — R (n > 1) eine glatte Funktion,
x € R™ ein Punkt mit VF(x) # 0und N := {y € R": F(y) = F(z)}. Welche
der folgenden Aussagen sind stets wahr?

(a) N ist eine (n — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™.

(b) Es gibt eine offene Umgebung U C R™ von z, sodass NNU eine (n—1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R"™ ist.

(¢) VF(z) steht senkrecht auf ker(D,F).

(d) Ist f: R™ — R eine differenzierbare Funktion, fir die f|y in x € N ein
lokales Extremum annimmt, so ist Vf(z) = AV F(x) fiir ein A € R.

Losung: (a) F, (b) W, (¢) W, (d) W.

Aufgabe 8. [3 Punkte] Welche der folgenden Funktionen R — R koénnen
als Losungen einer homogenen, linearen, gewohnlichen Differentialgleichung
dritter Ordnung mit konstanten reellen Koeffizienten auftreten?

(a) z +— e*(cos(x) + sin(z) — 1)
(b) x> 22 e”
(¢) o+~ zcos(x)
(d) z +— zcosh(x)
Losung: (a) W, (b) W, (¢) F, (d) F.




Theorie und Anwendungen

Aufgabe 9. Fiir einen metrischen Raum X bezeichne Cy,(X) den Vektor-
raum der stetigen, beschriankten, reellwertigen Funktionen auf X, versehen
mit der Supremumsnorm || - ||o. Weiter sei (f,)nen eine Cauchy-Folge in
Ch(X). Zeigen Sie in den folgenden zwei Schritten, dass die Folge in C},(X)
konvergiert (und Cy,(X) somit vollstandig ist):

(a) [3 Punkte| Die Folge (f,), konvergiert bzgl. || - ||oo gegen eine be-
schrankte Funktion f: X — R.

(b) [3 Punkte] Die Funktion f ist stetig.

Losung: (a) Sei € > 0. Dann gibt es ein N € N, sodass fiir alle z € X und
m,n > N gilt:

Insbesondere ist (f,,(x)), eine Cauchy-Folge in R, die aufgrund der Vollstén-
digkeit von R einen Grenzwert f(z) € R besitzt. Die Folge (f,), konvergiert
demnach punktweise gegen die so definierte Funktion f. Mit m — oo folgt aus
der obigen Ungleichung weiter |f,, () — f(z)| < e fiir alle z € X und n > N,
also || fn— fllee < € fiir alle n > N. Wegen || flloo < |If = flloo + ||/ ]|oo < o0
ist f beschrankt.

(b) Sei wie oben ||fy — flloo < €, und sei zg € X. Da fy bei g stetig ist,
gibt es ein § > 0 mit | fy(z) — fn(zo)| < € fiir alle x € Bs(zy). Es folgt

[f(2) = fxo)l < [f(2) = fn(@)[ + [fv(x) = f(zo) + [ (wo) — fxo)] < 3e.

Dies zeigt, dass f bei xq stetig ist (vgl. Satz 7.48 und Proposition 10.73 im
Skript).

Aufgabe 10.

(a) [1 Punkt] Wie sind (Lebesgue-)Nullmengen in R™ definiert?

(b) [2 Punkte] Zeigen Sie, dass die Vereinigung von abzahlbar vielen Null-
mengen in R” eine Nullmenge ist.

(c) [3 Punkte] Sei @ C R" ein abgeschlossener Quader und f: Q@ — R
eine Riemann-integrierbare Funktion mit f > 0 und fQ fdvol = 0.
Zeigen Sie, dass fast iiberall f = 0 gilt.
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Losung: (a) Eine Teilmenge N C R" ist eine Nullmenge, falls es fiir jedes
¢ > 0 eine Folge (Q;)ien von offenen (dquivalent: abgeschlossenen) Quadern
in R™ gibt, sodass N C J;2, Q; und >, vol(@;) < e gilt.

(b) Seien Ny, N, ... Nullmengen, N = [J;~; N}, und € > 0. Dann gibt es
fiir jedes k eine Folge offener Quader Q) 1, Qg 2, ... mit Nj C Ufil Qr,; und
S vol(Qry) < €/2F. Somit ist N C U~ U2, @k, und

o0

Z ZVOl(Qk,l) < Z 2—2 =e.
k=1

k=1 l=1

Da N x N abzéhlbar ist und € > 0 beliebig war, ist N eine Nullmenge.

(c) Wir nehmen an, dass () nicht-leeres Inneres hat, andernfalls ist () eine
Nullmenge und die Aussage gilt trivialerweise. Nach dem Lebesgue-Kriterium
(Satz 13.23 im Skript) ist eine beschrankte Funktion f: @ — R genau dann
Riemann-integrierbar, wenn f fast iiberall stetig ist. Es geniigt deshalb zu
zeigen: Ist f bei xy € @ stetig, so ist f(xg) = 0. Sei im Gegenteil zg € @) ein
Stetigkeitspunkt von f mit f(xg) > 0. Fir e = f(x9)/2 > 0 existiert dann
ein offener Wiirfel Qs C R™ mit Zentrum xy und Kantenlénge 20 > 0, sodass
f(z) > f(xo) — e = e ist fir alle z € @ N Q5. Dann gilt f > €1, auf Q und
somit

/fdvolz/eﬂQédvol—evol(QﬂQ(;)>O,
Q Q

im Widerspruch zur Voraussetzung.

Aufgabe 11. Fiir eine Jordan-messbare Menge B C R? mit Flicheninhalt
vol(B) > 0 sind

1 1
‘CCB VOI(B) /Ba: VO (‘CC7 y)? yB VOl(B) /By Vo (x7 y)

die Koordinaten des Flachenschwerpunkts zp = (25, yp) von B. Zeigen Sie:

(a) [2 Punkte] Ist B = |J;_, B; fiir paarweise disjunkte Jordan-messbare
Mengen By, ..., B, C R? mit vol(B),...,vol(B,) > 0, so gilt

n

VOI(BZ)
= ; vol(B) “P

(b) [4 Punkte] Ist B C R? ein Dreieck mit Eckpunkten o = (0,0), p =
(r,0) und ¢ = (s,t), wobei r,s,t > 0, so ist zg = %(0 +p+q).



Losung: (a) Mit der Additivitat des Integrals folgt

vol(B) zp = Z/ xdvol(x,y) = Zvol(Bi) Tp,
i=1 Y Bi i=1

und ebenso vol(B) yg = >, vol(B;) ys,.

(b) Der Flécheninhalt des Dreiecks ist vol(B) = rt/2. Mit dem Satz von
Fubini erhdlt man

2 [Tt—y e 2y3t 1
s =4 .t Tydy:[T—@]o 3 b
xB_z(/Sztxdx+/rT_xt:vdx)
rt \Jo S s T — S
2237° x? 213 |
S R e T

Man beachte, dass der Ausdruck fiir zp auch im Fall s > r das Richtige
liefert.

Aufgabe 12. [4 Punkte] Seien n € N, A € GL,(R) eine invertierbare
n x n-Matrix und f: R™ — R"” ein differenzierbares Vektorfeld. Beweisen Sie
fiir v € R™ die Formel div(A~' o f o A)(z) = div(f)(Az). Hinweis: Spur.

Losung: Die Divergenz ist die Spur der Jacobi-Matrix:

div(f)(@) = 01 fi(x) + ... + Onfu (@) = tr(Da f).

Aufgrund der mehrdimensionalen Kettenregel und der Linearitdt von A gilt

Dy(A o foA)=Dy (A of)oD,A
= DyanyA " 0 Da,f o DA
= A oDy, foA.

Da ausserdem tr(BC') = tr(CB) fiir alle n x n-Matrizen B und C, folgt
div(A™ o fo A)(z) = tr(A™ o Dapfo A) = tr(Da,f) = div(f)(Ax)

wie gewiinscht.




