Formelsammlung Analysis I

Definitionen und Additionstheoreme:

exp(z) =142+ ,z + ,z + - sinh(z) = exp(z) — exp(—2)

1.5 2
sin(z) =z — 312° + 32" — + -+ () Lexp(—2)
cos(z) =1 — 422 + g2 — 4+ cosh(z) = 5

sin(z + w) = sin(z) cos(w) + cos(z) sin(w)  sinh(z + w) = sinh(z) cosh(w) + cosh(z) sinh(w)
cos(z + w) = cos(z) cos(w) — sin(z) sin(w)  cosh(z + w) = cosh(z) cosh(w) + sinh(z) sinh(w)

Wichtige unbestimmte Integrale:

1 s—l—l
+C falls s # —1 / .
Sdp — d +1¥ h(z) dz = sinh(z) + C
/x dz { log|z|+C fallss=—1 cosh(z) dz = sinh(z)

/exp(:z:) dz =exp(z) + C / \/azlﬁ dz = arcsin ( ) +C

1
/cos(x) dz = sin(z) + C / m - arctan (a)

/sin(w) dz = —cos(z) + C / \/m dz = arsinh (Z)

/Sinh(;ﬂ) dz = cosh(x) + C / e dx = arcosh (2) +C.

Partielle Integration: Fiir zwei stetig differenzierbare Funktionen v und v gilt

/uv'dx:uv—/u'vdx+0.

Substitution: Seien I,,I, C R. Seien weiter g: I, — C und f: I, — I, stetig
differenzierbar. Dann gilt mit v = f(z)

/(90 @) f(x)de = /g(u) du.

Trigonometrische und hyperbolische Substitution: Sei n € Z.
e Bei [(a® — 2?)2 dx fiir @ > 0: Substitution z = asin(f) mit 6 € (—%,%5), wobei
(a® — x2)% = acos(0).
e Bei [(a® + 2?)2 dz fiir @ > 0: Substitution x = atan(f) mit 0 € (=%, %), wobei
(% +2%)% = s @)
e Bei [(22 — a?)? dz fiir a € R, falls n > —1: Substitution # = a cosh(u), wobei

(2% - ag)% = asinh(u).



Halbwinkelmethode: Bei rationalen Funktionen in den Ausdriicken sin(z) und cos(x)
} . . o code 2 L 2 11— 2
substituiert man u = tan(§) mit g = 1757, sin(z) = 7 und cos(z) = 715

Potenzreihenentwicklung des Logarithmus: Fir x € (—1,1] gilt:

o k+l
log(1 Zk+1
k=0

Leibniz-Kriterium: Sei (a,), eine monoton fallende Folge reeller Zahlen mit
lim,_, o @ = 0. Dann konvergiert Zzozl(—l)k“ak und es gilt

Yot (1) ay = 0 (=1)F Ly,

< apy1-

fir alle ¢ € N.

D’Alemberts Quotientenkriterium: Sei (a,), eine Folge komplexer Zahlen mit

an # 0 fir alle n € N, so dass der Grenzwert o = lim,,_, o la ‘Zﬂl‘ existiert. Dann gilt

a<l = Y ay ist absolut konvergent.
a>1 = Y a, ist divergent und (a,), konvergiert nicht gegen Null.

Wurzelkriterium: Obige Implikationen gelten auch fir o = limsup,,_, ., /|an|.

Verdichtungskriterium fiir Reihen: Eine Reihe Y 72 | aj mit nicht-negativen, mono-
ton abnehmenden Gliedern a; > as > ... > 0 ist genau dann konvergent, wenn
S22, 2Fagk konvergent ist.

Cauchy-Produkt: Falls ° ja, und > ° ; b, absolut konvergente Reihen mit kom-
plexen Gliedern sind, dann gilt

()~ (E)(ER)

n=0

wobei die Reihe Y~ | (>7_, an—xbi) absolut konvergent ist.

Erweiterter Mittelwertsatz: Seien f und g stetige Funktionen auf einem Intervall
[a,b] mit a < b, so dass f und g auf (a,b) differenzierbar sind. Dann existiert ein
€ € (a,b) mit

g (©(f(b) = f(a)) = £'(€)(g(b) — g(a)).
Falls zusétzlich ¢'(z) # 0 fiir alle = € (a,b) gilt, dann gilt g(a) # g(b) und

f'©€) _ f(b) - f(a)
g g)—gla)




Taylor-Approximation: Sei (a,b) C R, f € C"*1((a,b)) und z¢ € (a,b). Dann gilt
fiir alle z € (a,b)

f(z) = P{") (x) + RV, (2)
mit

P (2) = ;iO)CU—-xoﬂ’undR};Otr)::jcof(-H)@)(:)du

n!
k=0

wobei P}Z)O () die n-te Taylor-Approximation ist und R;nazo das sogenannte Integral-

Restglied ist.

Konvexitat: Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I heisst konvex, falls

F(A =tz +tw) < (1 —t)f(x1) +tf(22) (1)

fir alle z1,z9 € I und fir alle ¢ € [0,1]. Wir sagen, dass f streng konvex ist, falls in
(1) eine strikte Ungleichung gilt, wenn immer 21 # z2 und t € (0,1). Eine Funktion
g: I — R heisst (streng) konkav, wenn f = —g (streng) konvex ist. Falls f zweimal
differenzierbar ist und f” > 0 auf ganz I erfiillt, dann ist f konvex.

Jensen-Ungleichung: Sei f: (a,b) — R eine konvexe Funktion, z1,...,2, € (a,b)
und Ap,..., A, > 0mit >, Ay = 1. Dann gilt f ("7, Mexr) < D py Mef (zk)-

Landau Notation: Fiir Funktionen f: X — C und g: X — R>q schreiben wir
f = O(g) falls es ein C' > 0 gibt mit |f(x)] < Cg(z) fir alle z € X. Fiir einen
Héaufungspunkt o von X C R schreiben wir f = O(g) fiir x — x¢ falls es ein C' > 0
und eine Umgebung U von zg gibt mit |f(z)| < Cg(z) fir alle x € X NU. Wir
schreiben f = o(g) fiir x — x¢ falls es fiir jedes € > 0 eine Umgebung U von z( gibt
mit [f(z)| < eg(x) fir allez € X NU.

Polynominterpolation: Fiir paarweise verschiedene zi,...,z, € C und beliebige
Werte wyq, ..., w, € C ist

n n n
F) = we [JGr—2) " [z 2)
k=1 j=1 j=1
Jk ik
ein Polynom mit f(z;) = w; fir j=1,...,n.
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Mehrdimensionale Taylor-Approximation: Sei U C R™ offen und f: U — R
(d + 1)-mal stetig differenzierbar. Sei z € U und h € R", sodass = + th € U fiir alle
t € [0,1]. Dann gilt

fla+h)y= > i@“f(:c)haJrRi’d(h)

aeNg:||a|; <d

ol
h — 0. Hierbei ist a! = 1!+ - o ! fiir alle a = (o, ..., ) € Nj und h® = A - - hO"
fiir alle h € R™.
Im Falle d = 2 gilt insbesondere f(z + h) = f(z) + (Vf(2),h) + $h'Hs(z)h + O(||h]|?)
fir h — 0, wobei Hy(x) = (0;0;f(x))1<i,j<n die Hesse-Matrix von f bei x bezeichnet.

. 1 (1-p)¢ ..
mit Ri,d(h) = (d+1) ZQGNE}:HaIIl:d—&-I h* |, (1-1) 0*f(x 4+ th)dt = O <||h|]d+1> fiir

Charakterisierungen von Kompaktheit: Sei X ein metrischer Raum. Dann sind
folgende acht Eigenschaften dquivalent.

1) Jede unendliche Teilmenge von X besitzt einen Haufungspunkt.

2) X ist folgenkompakt.

3) Jede stetige, komplexwertige Funktion auf X ist beschrankt.

4

Jede stetige, reellwertige Funktion nimmt ein Maximum und ein Minimum an.

6) X ist tiberdeckungskompakt.

7) X erfiillt das Schachtelungsprinzip.

8

(
(2)
3)
(4)
(5) Jede offene Uberdeckung von X besitzt eine Lebesgue-Zahl und X ist total beschrinkt.
(6)
(7)
(8) X ist total beschrankt und vollsténdig.

Picard-Lindelof: Esseid > 1, U C RxR? offen und f: U — R stetig. Angenommen
fir alle (to,xzo) € U existiert ein € > 0 mit B (to,z9) C U und M > 0, so dass fiir alle
(t,z1), (t,x2) € Be(to, z9) die Abschétzung

1t 21) = [t @2)[| < M [lzy — o

gilt. Seien weiter tg € R und zo € R? mit (g, 29) € U gegeben.
FEzistenz: Dann existiert ein Zeitintervall I = Imax = (a,b) C R und eine differenzier-
bare Funktion x: I — RY mit

o (t,z(t)) e U firallet € I,

o i(t) = f(t,z(t)) fiir alle ¢ € I und



° x(to) = x.

Eindeutigkeit: Fiir jede weitere Losung y: J — R? desselben Anfangswertproblems
definiert auf einem offenen Intervall J mit ¢y € J gilt J C I und z|; = y.
Mazimalitit: Die Grenzwerte limy 4 (£, 2(t)) und limg »~, (¢, 2(t)) existieren in U nicht.

Satz zur impliziten Funktion: Sei r > 0 ein Radius und seien zg € R", yo € R™
Punkte. Angenommen die stetige Funktion F: BR" (z¢) x BX" (y9) — R™ erfiillt die
folgenden drei Bedingungen:

o F(xz0,y0) = 0.

e Die partiellen Ableitungen 9, F': BX" (z0) x BX" (yg) — R™ existieren fiir alle
k€ {1,...,m} und sind auf BX"(x9) x BX" (yo) stetig.

e Die totale Ableitung 8, F(xo,yo) bei yo der Abbildung y € B,.(yo) — F(xo,y) ist
invertierbar, das heisst, die Matrix 0, F'(xo,y0) = (Oy, Fj(z0,%0))jk € Maty, m(R)
hat nicht-verschwindende Determinante.

Dann existiert ein offener Ball Uy = B, (x9) um xo und ein offener Ball Vy = Bg(yo)
um yo mit a, 8 € (0,7) und eine stetige Funktion f: Uy — Vp, so dass fiir alle (z,y) €
Uy x Vp die Gleichung F(x,y) = 0 genau dann gilt, wenn y = f(z) gilt. Insbesondere
ist f(zo0) = yo.

Falls F' d-mal stetig differenzierbar ist fiir d > 1, dann ist die stetige Losungsfunktion

f ebenso d-mal stetig differenzierbar und die Ableitung von f bei x € Uy ist gegeben
durch

Dy f = —(@yF)(w, f(2)) " (0:F)(x, f(x)),
wobel 0, F (z,y) = (0r, Fj(x,Y)) k-
Satz zur inversen Abbildung: Sei U C R" offen und f: U — R" eine d-mal stetig
differenzierbare Funktion mit d > 1. Sei zg € U mit invertierbarer totaler Ableitung
D, f € Mat, ,(R). Dann gibt es eine offene Umgebung Uy C U und eine offene
Umgebung Vo C f(U) von yo = f(zo), so dass f|y,: Up — Vo bijektiv ist und die
Umkehrabbildung ebenso d-mal stetig differenzierbar ist. Des Weiteren gilt

Dy(f7h) = (Daf)™"
fir alle z € Uy und y = f(x) € Vp.

Satz iiber reguldre Werte (Satz iiber den konstanten Rang): Sei U C R” offen,
1 <m <nund F': U — R™ eine glatte Funktion, so dass D,F" Rang m hat fiir alle
Punkte p in

M={pcU|F(p)=0}

(das heisst, 0 ist ein reguldrer Wert von F'). Dann ist M eine (n — m)-dimensionale
Teilmannigfaltigkeit von R".



Charakterisierung der Tangentialrdume: Sei M C R" eine k-dimensionale Teil-
mannigfaltigkeit der Form M = {x € U | F(z) = 0} fiir eine glatte Funktion F: U —
R™* auf einer offenen Teilmenge U C R”, so dass 0 ein regulirer Wert von F ist.
Dann gilt fiir alle p € M:

T,M = {p} x ker(D,F) = {(p,v) € M x R" | D,F'(v) = 0}.

Mehrdimensionale Substitutionsregel: Seien X,Y C R" beschrinkte Jordan-
messbare offene Teilmengen und sei ®: X — Y ein C'-Diffeomorphismus. Des Weit-
eren sei f: Y — R eine Riemann-integrierbare Funktion. Dann ist z € X — (f o
®(z)) |det(Dy @)| (zumindest uneigentlich) Riemann-integrierbar und es gilt

/ £(y) dvol(y) = / (f 0 ®(x)) [det(D, @)] dvol(x),
Y X

wobei die Funktion z € X +— det(D, ®) als die Jacobi-Determinante von ® bezeichnet
wird.

Weg- und Flussintegral: Sei B C R? eine Teilmenge, deren Rand eine positiv
orientierte Parametrisierung ~i: Iy = [a1,b1] — 0B, ..., yx: Ix = [ax,bx] — OB
besitzt. Weiter sei f: U — R? ein stetiges Vektorfeld auf einer offenen Menge U D B.
Dann ist das Wegintegral von f definiert als

/8 B<f, dz) = é / ]l:k<f(7k(t))a’};k(t)>dt [Notation im Skript: /8 i f.ds} ,

Sei R = (0 _01) € SO(2,R). Das Flussintegral von f durch den Rand 0B ist

K bi
/8 B<f, n) dL:kZI / k (f((t), Ry (2)) dt {Notation im Skript: /8 N f-dn} :

wobei R~k (t) = n (v (t)) 14 (t)]-

Flussintegral durch Flichen: Es sei S C R? eine Fliche mit orientierter Parametri-
sierung ®,: Vi — Uy,...,®r: Vi — U, und seien K1 C V QRQ,...,KL C VrNR?
Jordan-messbare Teilmengen mit S = |_|lL:1 ®;(K;). Sei f ein stetiges Vektorfeld auf
einer offenen Menge U D S. Dann ist das Flussintegral von f iiber S definiert durch

L
/(f, n)dA = Z/ (f o ®y,0sP; x 0yP;)dsdt  |Notation im Skript: / f- dn} ,
s /K S

wobei 8S<I>l X 3,5(131 = (no <I>l)||88<l>l X at(I)ZH.




