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Serie 16

MODULN UBER HAUPTIDEALRINGEN, JORDANSCHE NORMALFORM

€ Z3*? wie in Aufgabe 1 der Serie 15. Gib einen expliziten
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Isomorphismus von Z3/AZ? auf ein direktes Produkt von zyklischen Z-Moduln
an.

(a) Bestimme alle Isomorphieklassen von endlichen Z-Moduln der Kardinalitét 600.

(b) Bestimme die Anzahl der Isomorphieklassen von endlichen Fo[ X']-Moduln der
Kardinalitét 16.

Zeige, dass die Elementarteiler ey, ..., e, eines endlich erzeugten Moduls M {iber
einem Hauptidealring R bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt
sind.

Hinweis: Fiir beliebiges e € R ~\ {0} untersuche die minimale Anzahl der Erzeu-
genden des Untermoduls eM in Abhéngigkeit von den Elementarteilern von M.

Sei K ein Korper. Fiir zwei n x n-Matrizen iiber K schreiben wir A ~ A’ genau
dann, wenn eine Matrix U € GL,,(K) existiert mit UAU ! = A’. Fiir zwei Paare
von n x n-Matrizen tiber K schreiben wir (A, B) ~ (A’, B') genau dann, wenn eine
Matrix U € GL,(K) existiert mit (DAU,UBU') = (A, B).

(a) Fir geeignetes n finde vier n x n-Matrizen mit AB = BA und A’B’ = B'A’
und A ~ A" und B ~ B, aber (A, B) » (A", B').

(b) Konstruiere K[X,Y]-Moduln M und M’ von endlicher Dimension iiber K,
die isomorph als K[X]- und als K[Y'|-Moduln sind, aber nicht als K[X,Y]-
Moduln.
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Sei ¢ ein Endomorphismus eines endlich-dimensionalen Vektorraums V' iiber einem
algebraisch abgeschlossenen Korper K. Zeige:

(a) Es existieren ein diagonalisierbarer Endomorphismus ¢, und ein nilpotenter
Endomorphismus ¢, mit s, = @p,ps und @ + @, = @.
(b) Diese sind durch ¢ eindeutig bestimmt.

(c) Beide kénnen durch Polynome in ¢ mit Koeffizienten in K ausgedriickt wer-
den.

Hinweis: Die Zerlegung ¢ = ¢, + ¢, heisst die Jordan-Chevalley-Zerlegung von .
Dabei heisst ¢, der halbeinfache und ,, der nilpotente Anteil von .

(a) Beweise die Existenz der Jordan-Chevalley-Zerlegung mit Hilfe der Jordan-
schen Normalform.

(b) Konstruiere die Jordan-Chevalley-Zerlegung fiir den durch die Matrix

0 1 1
A= 2 1 -1
-6 -5 -3

reprisentierten Endomorphismus von C3.



