D-MATH Algebra 11 FS 2023
Prof. Richard Pink

Musterlosung Serie 25

(GALOISERWEITERUNGEN, TRANSZENDENTE ERWEITERUNGEN, SYMMETRISCHE
FUNKTIONEN

1. Betrachte K := Q(v/2,4/3) c R.
(a) Zeige, dass K/Q galoissch ist mit Galoisgruppe =~ Z /27 x Z/27Z.
(b) Sei L := K (\/(2 +/2)(3 + \/§)) c R. Zeige, dass L/Q galoissch ist.

(*c) Bestimme [L/Q].
(*d) Bestimme Gal(L/Q) bis auf Isomorphie.

Lésung: (a) Als Zerfallungskorper des Polynoms (X? — 2)(X? — 3) ist K/Q nor-
mal. Wegen char(K) = 0 ist die Erweiterung ausserdem separabel; folglich ist sie
galoissch.

Wir wissen bereits, dass [Q(v/2)/Q] = 2 gilt. Weiter behaupten wir v/3 ¢ Q(v/2).
Daraus folgt dann mit Aufgabe 1 von Serie 10

[Q(v2,v3)/Q(v2)] = [Q(vV2)(V3)/Q(v2)] = 2,

und mit der Multiplikativitat der Korpergrade daher
[Q(v2,v3)/Q] = [Q(v2,v3)/Q(v2)] - [Q(v2)/Q] = 2-2 = 4.

Fiir die Behauptung v/3 ¢ Q(+/2) nehmen wir an, es sei v/3 = a+8+/2 mit o, 5 € Q.
Wegen v/3 ¢ Q gilt 8 # 0. Wir quadrieren und erhalten 3 = o? + 26v/2 + 322, was
ein Widerspruch ist zu v/2 ¢ Q.

Also ist I' := Gal(K/Q) eine Gruppe der Ordnung 4. Diese operiert treu auf der
Menge der Nullstellen {++/2, +4/3}. Dabei kann ++/2 nur auf eine Nullstelle von
dessen Minimalpolynom X? — 2 abgebildet werden, also nur auf ++/2. Genauso
kann auch ++/3 nur auf ++/3 abgebildet werden. Die Gruppe der Permutationen
von {++/2, +1/3} mit diesen Eigenschaften ist aber isomorph zu S x Sy = Z/27 x
Z7)27.

(b) Jeder Homomorphismus ¢: L — C entsteht, indem wir zuerst einen Homo-
morphismus K — C betrachten und diesen auf L fortsetzen durch eine geeignete
Wahl einer Quadratwurzel aus ¢((2++/2)(3++/3)). Da K /Q normal ist, gilt schon
o(K) = K und ¢|x € Gal(K/Q). Die Méglichkeiten fiir ¢((2 ++/2)(3 ++/3)) sind



also nach (a) genau die vier reellen Zahlen (2 + /2)(3 + 1/3). Diese sind positiv
und besitzen daher die positiven reellen Quadratwurzeln

T = \/(2+\@)(3+\/§),
2 = /(2 VDB +V3),
v = @+ V233,
noi= /2= V23— V).

Dann ist p(z1) = exz; fiir ein € € {£1} und 1 < i < 4. Direkte Rechnung zeigt nun

nry = /(2 -2)B+VE? = V2-(3+VE) e K,
() mm o= JREVERE-3) = 24D VEVE € KX,
noy = A2 -3) = 2.3 e K*.

In jedem Fall gilt also (L) = p(K(z1)) = ¢(K)(¢(z1)) = K(ex;) = K(z1) = L.
Da dies fiir jedes ¢ gilt, ist somit L/K normal, und wegen char(Q) = 0 dann auch
galoissch.

(c) Betrachte die Automorphismen o, 7 € Gal(K/Q) mit o(v/2) = —+/2 und
o(v/3) = V/3 beziehungsweise 7(v/2) = /2 und 7(v/3) = —+/3.

Nehmen wir an, es sei L = K. Dann sind insbesondere zi,z, € K, und nach
Konstruktion von z; und zy gilt o(x;)? = o(2?) = 22 und folglich o(z1) = exy
fir ein gewisses € € {+1}. Setze y := x; - o(x1). Da ¢ die Ordnung 2 hat, gilt
o(y) = o(z1) - 0*(x1) = y; deshalb liegt y im Fixkorper der Untergruppe (o) < T,
das heisst in Q(v/3). Nach der obigen Rechnung () ist andererseits y = ez zy =
+4/2 - (3 + \/§) Somit ist auch /2 € Q(\/g) Dies widerspricht aber der bereits
etablierten Tatsache, dass Q(v/2,/3) # Q(+/3) ist. Daher ist L # K.

Wegen L = K(x;) mit 22 € K ist [L/K] = 2. Daraus folgt schliesslich [L/Q] =
[L/K]-[K/Q] =2-4=8.

(d) Setze I' := Gal(L/Q). Dann ist Gal(L/K) < T eine Untergruppe der Ord-
nung 2; sei p ihr nichttriviales Element. Wegen L = K(z;) mit 2? € K gilt dann
p(x;) = —x; fir jedes 1 < i < 4. Da K/Q selbst galoissch ist, folgt aus Teil (e)
des Hauptsatzes der Galoistheorie, dass die Untergruppe (p) normal in I und die
Faktorgruppe natiirlich isomorph zu I' ist.

Insbesondere existieren Elemente &, 7 € T’ mit 7|k = o und 7|x = 7. Nach Kon-
struktion von z; und zo gilt dann 6(z1)? = 6(23) = o(2}) = 23 und folglich
7(z1) = tx9. Nach etwaigem Ersetzen von ¢ durch pé kénnen wir also &(z1) =
annehmen. Analog gilt 7(x3) = +x4, und nach etwaigem Ersetzen von 7 durch p7
kénnen wir 7(z3) = x4 annehmen. Damit haben wir aber unsere Wahlmdoglichkei-
ten erschopft und miissen nun berechnen, wie 6 und 7 miteinander interagieren.
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Die Werte & (z;) fiir die tibrigen ¢ bestimmen wir mittels der Rechnung () und der
analogen Rechnung

ToTz = \/(22—2) 32-3) =243 e K*,
() = A2 V2R -3) = 2-VD) VZ-V3 e K*,
mywy = /(2B - V3?2 = V2 3-v3) e K~
Unter Benutzung der bereits bekannten Operation von ¢ auf K erhalten wir

(21)6(z2) = G(zix2) = (V2 (3+/3)) = /2 (3++3) = a1y,
—(2-+2) V23 = —z1y,

(x1)0(x4) = G(z124) = 5(2-+/3) = 2-4/3 = 42913,
was wegen (1) = zo die Werte 6(z2) = —x; und 6(x3) = —x4 und 6(x4) = +a3
impliziert. Die entsprechende Rechnung liefert uns die Werte 7(x3) = +z4 und
T(x3) = —x1 und 7(x4) = —xo. Insgesamt erhalten wir so die Werte

| [ ol 7 [[o®]7][6F [(67))
Ty || —%1 | +To | +T3 || =1 | =1 | —T4 | —X71
To || =T | —T1 | +Z4 || T2 | T2 | +T3 | —Z9
T3 —T3 | —Ty4 | —T1 —X3 | —T3 | — T2 —T3
Ty || =Ty | +T3 | —To || =Ty | —T4 | +T1 | —T4

Diese Tabelle impliziert 62 = 72 = (67)? = p; insbesondere haben ¢ und 7 und 67
alle die Ordnung 4. Weiter gilt 67(z1) = —x4 = —76(x1). Somit ist die Gruppe
' nichtabelsch. Da sie mit ¢*! und 7*! und (67)*! schon 6 verschiedene Ele-
mente der Ordnung 4 besitzt, und selbst die Ordnung 8 hat, kann sie nur eine

Quaternionengruppe sein.

Betrachte einen Korper der Form K = C(t,u) mit ¢, u algebraisch unabhingig
iiber C. Betrachte die Korpererweiterung L = K(a, 3), wobei a eine Nullstelle
des Polynoms X" — ¢ und 3 eine Nullstelle von X™ — v ist. Finde ein primitives
Element von L/K.

Lésung: Die Polynome f(X) := X" —t und g(X) := X™ — u sind irreduzibel in
C[t,u, X], da sie bis auf das Vorzeichen normiert vom Grad 1 in ¢ beziehungsweise
u sind. Somit sind sie auch irreduzibel in K[X]. Da sie ausserdem normiert in X
sind mit f(a) = g(f) = 0, sind sie die Minimalpolynome von a beziehungsweise
B iiber K. Seien (,, (,, € C, eine primitive n-te, bzw. m-te, Einheitswurzel. Dann
sind a, (v, ..., ("o € L die Nullstellen von f und ,(,0,...,¢" '3 € L die
Nullstellen von g. Die in dem Beweis des Satzes vom primitiven Element verwen-
dete Teilmenge (vergleiche Aufgabe 1 von Serie 23) ist also

{ (G — Da
(1-¢p)8

ij,...,n—l;k:zl,...,m—l}.
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Wegen o" =t und ™ = u ist nun aber (Q)nm = % Da dieses transzendent iiber

K ist, ist auch % transzendent iiber K. Daher besteht die obige Menge nur aus 0
und gewissen iiber C transzendenten Elementen der Form d- % mit d € C*, enthélt
also 1 nicht. Demnach ist a + (3 ein primitives Element von L.

Aliter: Die Erweiterung L/K ist ein Zerfallungskorper des Polynoms f - g und
daher normal. Als Erweiterung von Koérpern der Charakteristik Null ist sie da-
her galoissch. Nach Proposition 7.2.5 der Vorlesung entsprechen die Bahnen von
Gal(L/K) auf den Nullstellen den irreduziblen Faktoren von f - g. Die Operati-
on bildet daher die Nullstellen von f bzw. von g auf ebensolche ab. Fiir jedes
o € Gal(L/K) gilt also (o) = (' und o(8) = (.3 fiir eindeutige 0 < i < n und
0<y<m.

Behauptung: Fir nichttriviale o € Gal(L/K) ist o(a + ) # a + 5.

Beweis: Ist o(a+ 8) = a + 3, so folgt (!a + ¢4 B = a + B und damit (1 — %)a =
(¢J — 1)B. Da o nichttrivial ist, ist dabei ¢ > 0 oder j > 0, und entsprechend
1—¢! # 0 oder ¢ —1 # 0. Daraus folgt nun g e C oder % € C. Beides widerspricht
aber dem oben erkldarten Umstand, dass % transzendent iiber C ist. O

Als Zwischenkorper einer Galoiserweiterung ist nun auch L/K(a + () galoissch
und ihre Galoisgruppe ist eine Untergruppe von Gal(L/K). Nach der Behauptung
enthélt diese Untergruppe aber kein nicht-triviales Element. Nach der Galoiskor-
respondenz folgt also L = K(« + [3), wie gewiinscht.

Zeige, dass alle Transzendenzbasen einer Korpererweiterung L/K dieselbe Kardi-
nalitdt haben, auch wenn sie unendlich sind.

Liosungsskizze: Betrachte zwei Transzendenzbasen B, B’. Die Aussage ist bekannt,
falls B oder B’ endlich sind. Wir nehmen also an, dass B und B’ unendlich sind. Je-
des b € B’ ist algebraisch iiber K(B). Da Polynome nur endlich viele Koeffizienten
haben, kénnen wir n > 0 und by, ...,b, € B so wihlen, dass b’ schon algebraisch
tiber K (by,...,b,) ist. Mit dem Auswahlaxiom (!) konnen wir dies gleichzeitig fiir
alle b € B’ tun und erhalten eine Funktion

t: B — UB”, Vo (b, ..., by).

n=0

Dabei kann jedes Tupel (b1, ...,b,) nur hochstens n mal als Bild #(d') auftreten,
weil K (by,...,b,)/K den Transzendenzgrad n hat. Durch Numerieren der entspre-
chenden ' erhalten wir also eine Einbettung B’ < o, n x B". Da B unendlich
ist, gilt nun aber

In x B"| <|B x B"| = |B|""" = |B|.
Die entsprechenden Einbettungen n x B™ < B liefern also zusammen eine Ein-
bettung B’ < w x B. Daraus folgt

[B| < |wx Bl =w-[B| = |B].
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Analog zeigen wir |B| < |B’| und folgern zusammen |B| = |B’|.

. Zeige fiir jeden Korperturm M /L/K die Formel

trdeg(M/K) = trdeg(M /L) + trdeg(L/K).

Losung: Sei S eine Transzendenzbasis von L/K, und T eine von M /L. Dann ist
ScLNKundTc M~\L,also SnT = @ und daher |SuT| =|S|+ |T|. Es
geniigt daher zu zeigen, dass S U T eine Transzendenzbasis von M /K ist.

Nach der Wahl von S ist L/K(S) eine algebraische Korpererweiterung. Da die
Korpererweiterung L(T) = L(S v T)/K(S v T) von den Elementen von L er-
zeugt wird, die algebraisch iiber K (S u T') sind, ist auch dies eine algebraische
Korpererweiterung. Nach der Wahl von T ist aber auch M /L(T) eine algebraische
Erweiterung. Also ist auch M /K (S u T) eine algebraische Erweiterung.

Nun betrachte ein ein von 0 verschiedenes Polynom f e K[Xy,..., X, Y1,..., Y]]

und paarweise verschiedene Elemente sq,...,s, € S und tq1,...,t, € T mit der
Eigenschaft f(si,..., Sk, t1,...,t) = 0. Schreibe f als Polynom in Y7,... Y, mit
Koeffizienten in K[Xy,..., X;]. Dann ist mindestens einer dieser Koeffizienten

ungleich Null. Da sq,..., s, bereits algebraisch unabhéngig iiber K sind, bleibt
dieser Koeflizient auch nach Einsetzen dieser Werte ungleich Null. Somit ist auch
das Polynom

g(Y1,....Yy) = f(s1,...,81,Y1,...,Ys) € L[Yq,...,Yq]

von 0 verschieden. Nach Konstruktion gilt nun aber ¢(t1,...,%,) = 0. Also sind
ti,...,t, algebraisch abhingig iiber L, im Widerspruch zur Annahme an 7. Zu-
sammen zeigt dies, dass die Menge S u T algebraisch unabhéngig iiber K ist.

. Zeige: Eine Korpererweiterung L/K ist genau dann rein transzendent, wenn L
isomorph iiber K zum Quotientenkorper eines Polynomrings iiber K ist.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass der Quotientenkorper eines beliebigen Polynom-
rings rein transzendent ist. Sei also K ((X,),en) ein solcher Quotientenkérper. Wir
miissen zeigen, dass kein nichtverschwindendes Polynom f € K[(X)),en] existiert
mit f((X,).en) = 0. Das gilt offensichtlich nach Definition.

Sei nun L = K((ay).en) eine rein transzendente Korpererweiterung mit Transzen-
denzbasis {a, : v € N}. Betrachte die Auswertungsabbildung

eval: K[(X,)ven] = K[(av)ven] o [ — f((an)ven).

Sie ist offensichtlich ein surjektiver Ringhomomorphismus, der auf K die Iden-
titat ist. Wir zeigen Injektivitdt und betrachten dazu ein f € Ker(eval), das heisst
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f((ay)ven) = 0. Da {a, : v € N} algebraisch unabhéngig ist, folgt, dass f das Null-
polynom ist und somit ist die Auswertungsabbildung injektiv. Folglich lédsst sich
eval zu einem surjektiven Kérperhomorphismus, also einem Korperisomorphismus,
der Quotientenkorper K((X,),en) — K((a,)ven) fortsetzen, der auf K die Iden-
titat ist.

Zeige: Der elliptische Funktionenkorper C(z,y) fir tiber C transzendente Elemente
x und y mit y? = 23 — x ist nicht rein transzendent iiber C.

Hinweis: Ist C(x,y) = C(t), so schreibe x = f/g mit teilerfremden Polynomen
f,g € Cl[t]. Zeige dann, dass f,g, f £ g paarweise teilerfremde Quadrate in C|[¢]
sind und folglich z = s? fiir ein iiber C transzendentes Element s € C(¢). Folgere
aus [C(z,y)/C(z)] = 2, dass C(t) = C(s) sein muss. Eine direkte Rechnung in
dem Polynomring C[s] liefert jetzt schnell einen Widerspruch.

Lésung: Da x transzendent iiber C und y algebraisch iiber C(z) ist, hat die Erwei-
terung C(x,y)/C den Transzendenzgrad 1. Wenn sie rein transzendent ist, muss
sie also gleich C(t) sein fiir ein iiber C transzendentes Element t. Mit diesem
kénnen wir rechnen wie mit einer Variablen, und dann werden x und y rationale
Funktionen in t.

Schreibe also x = f/g mit teilerfremden Polynomen f, g € C[t] \. {0}. Dann ist
3
gy =gt (@) = gt (G -1L) = fa-f = fg9-(Fre)(f-9).

Da f und g teilerfremd sind, sind auch alle Faktoren auf der rechten Seite paarweise
teilerfremd. Da die rechte Seite ein Polynom in ¢ ist, gilt das auch fiir die linke
Seite. Diese ist aber ein Quadrat in C(¢) und somit auch ein Quadrat in C[¢].
Aufgrund der Teilerfremdheit ist daher jeder Faktor auf der rechten Seite ein
Quadrat. Insbesondere ist = f/g = s? fiir ein s € C(¢).

Da nun z transzendent iiber C ist, gilt dies auch fiir s. Daher ist [C(s)/C(x)] =
[C(s)/C(s%)] = 2. Andererseits haben wir schon [C(z,y)/C(z)] = 2. Wegen C(z)
C(s) <« C(t) = C(z,y) und der Multiplikativitdt der Korpergrade muss daher
[C(t)/C(s)] = 1 und somit C(t) = C(s) sein.

Wir koénnen deshalb ¢ vergessen und x und y als rationale Funktionen in der
Variablen s auffassen. Wegen x = s? ist dann

' = 2t —x = -5 = 2 (s*—1).

Hier hat die rechte Seite aber eine einfache Nullstelle bei s = 1 und ist folglich
kein Quadrat in C(s). Damit haben wir einen Widerspruch, und die gewiinschte
Aussage ist gezeigt.

Schreibe die folgenden Ausdriicke in Termen der elementarsymmetrischen Polyno-
me in Xq,...,X,:



Lésung: (a) Zi;ﬁj deXJ = 51252 — 5153 — 25% +45,.
(b) 3, X} = St — 4S%S, + 252 + 45,55 — 45,.
(€) Dijonms X7 X7 X7 = 6(S5 + 25195 — 25,5, — 25).

(d) Doy Xi/ X = %:_1 —n.



