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Musterlösung Serie 25

Galoiserweiterungen, transzendente Erweiterungen, Symmetrische
Funktionen

1. Betrachte K :“ Qp
?
2,

?
3q Ă R.

(a) Zeige, dass K{Q galoissch ist mit Galoisgruppe – Z{2Z ˆ Z{2Z.

(b) Sei L :“ K

ˆ

b

p2 `
?
2qp3 `

?
3q

˙

Ă R. Zeige, dass L{Q galoissch ist.

(*c) Bestimme rL{Qs.

(*d) Bestimme GalpL{Qq bis auf Isomorphie.

Lösung : (a) Als Zerfällungskörper des Polynoms pX2 ´ 2qpX2 ´ 3q ist K{Q nor-
mal. Wegen charpKq “ 0 ist die Erweiterung ausserdem separabel; folglich ist sie
galoissch.

Wir wissen bereits, dass rQp
?
2q{Qs “ 2 gilt. Weiter behaupten wir

?
3 R Qp

?
2q.

Daraus folgt dann mit Aufgabe 1 von Serie 10

rQp
?
2,

?
3q{Qp

?
2qs “ rQp

?
2qp

?
3q{Qp

?
2qs “ 2,

und mit der Multiplikativität der Körpergrade daher

rQp
?
2,

?
3q{Qs “ rQp

?
2,

?
3q{Qp

?
2qs ¨ rQp

?
2q{Qs “ 2 ¨ 2 “ 4.

Für die Behauptung
?
3 R Qp

?
2q nehmen wir an, es sei

?
3 “ α`β

?
2 mit α, β P Q.

Wegen
?
3 R Q gilt β ‰ 0. Wir quadrieren und erhalten 3 “ α2 ` 2β

?
2`β22, was

ein Widerspruch ist zu
?
2 R Q.

Also ist Γ :“ GalpK{Qq eine Gruppe der Ordnung 4. Diese operiert treu auf der
Menge der Nullstellen t˘

?
2,˘

?
3u. Dabei kann ˘

?
2 nur auf eine Nullstelle von

dessen Minimalpolynom X2 ´ 2 abgebildet werden, also nur auf ˘
?
2. Genauso

kann auch ˘
?
3 nur auf ˘

?
3 abgebildet werden. Die Gruppe der Permutationen

von t˘
?
2,˘

?
3u mit diesen Eigenschaften ist aber isomorph zu S2 ˆS2 – Z{2Zˆ

Z{2Z.
(b) Jeder Homomorphismus φ : L Ñ C entsteht, indem wir zuerst einen Homo-
morphismus K Ñ C betrachten und diesen auf L fortsetzen durch eine geeignete
Wahl einer Quadratwurzel aus φpp2`

?
2qp3`

?
3qq. Da K{Q normal ist, gilt schon

φpKq “ K und φ|K P GalpK{Qq. Die Möglichkeiten für φpp2`
?
2qp3`

?
3qq sind
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also nach (a) genau die vier reellen Zahlen p2 ˘
?
2qp3 ˘

?
3q. Diese sind positiv

und besitzen daher die positiven reellen Quadratwurzeln

x1 :“
b

p2 `
?
2qp3 `

?
3q,

x2 :“
b

p2 ´
?
2qp3 `

?
3q,

x3 :“
b

p2 `
?
2qp3 ´

?
3q,

x4 :“
b

p2 ´
?
2qp3 ´

?
3q.

Dann ist φpx1q “ εxi für ein ε P t˘1u und 1 ď i ď 4. Direkte Rechnung zeigt nun

p˚q

x1x2 :“
b

p22 ´ 2qp3 `
?
3q2 “

?
2 ¨ p3 `

?
3q P Kˆ,

x1x3 :“
b

p2 `
?
2q2p32 ´ 3q “ p2 `

?
2q ¨

?
2 ¨

?
3 P Kˆ,

x1x4 :“
b

p22 ´ 2qp32 ´ 3q “ 2 ¨
?
3 P Kˆ.

In jedem Fall gilt also φpLq “ φpKpx1qq “ φpKqpφpx1qq “ Kpεxiq “ Kpx1q “ L.
Da dies für jedes φ gilt, ist somit L{K normal, und wegen charpQq “ 0 dann auch
galoissch.

(c) Betrachte die Automorphismen σ, τ P GalpK{Qq mit σp
?
2q “ ´

?
2 und

σp
?
3q “

?
3 beziehungsweise τp

?
2q “

?
2 und τp

?
3q “ ´

?
3.

Nehmen wir an, es sei L “ K. Dann sind insbesondere x1, x2 P K, und nach
Konstruktion von x1 und x2 gilt σpx1q

2 “ σpx2
1q “ x2

2 und folglich σpx1q “ εx2

für ein gewisses ε P t˘1u. Setze y :“ x1 ¨ σpx1q. Da σ die Ordnung 2 hat, gilt
σpyq “ σpx1q ¨ σ2px1q “ y; deshalb liegt y im Fixkörper der Untergruppe xσy ă Γ,
das heisst in Qp

?
3q. Nach der obigen Rechnung p˚q ist andererseits y “ εx1x2 “

˘
?
2 ¨ p3 `

?
3q. Somit ist auch

?
2 P Qp

?
3q. Dies widerspricht aber der bereits

etablierten Tatsache, dass Qp
?
2,

?
3q ‰ Qp

?
3q ist. Daher ist L ‰ K.

Wegen L “ Kpx1q mit x2
1 P K ist rL{Ks “ 2. Daraus folgt schliesslich rL{Qs “

rL{Ks ¨ rK{Qs “ 2 ¨ 4 “ 8.

(d) Setze Γ̃ :“ GalpL{Qq. Dann ist GalpL{Kq ă Γ̃ eine Untergruppe der Ord-
nung 2; sei ρ ihr nichttriviales Element. Wegen L “ Kpxiq mit x2

i P K gilt dann
ρpxiq “ ´xi für jedes 1 ď i ď 4. Da K{Q selbst galoissch ist, folgt aus Teil (e)
des Hauptsatzes der Galoistheorie, dass die Untergruppe xρy normal in Γ̃ und die
Faktorgruppe natürlich isomorph zu Γ ist.

Insbesondere existieren Elemente σ̃, τ̃ P Γ̃ mit σ̃|K “ σ und τ̃ |K “ τ . Nach Kon-
struktion von x1 und x2 gilt dann σ̃px1q

2 “ σ̃px2
1q “ σpx2

1q “ x2
2 und folglich

σ̃px1q “ ˘x2. Nach etwaigem Ersetzen von σ̃ durch ρσ̃ können wir also σ̃px1q “ x2

annehmen. Analog gilt τ̃px3q “ ˘x4, und nach etwaigem Ersetzen von τ̃ durch ρτ̃
können wir τ̃px3q “ x4 annehmen. Damit haben wir aber unsere Wahlmöglichkei-
ten erschöpft und müssen nun berechnen, wie σ̃ und τ̃ miteinander interagieren.
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Die Werte σ̃pxiq für die übrigen i bestimmen wir mittels der Rechnung p˚q und der
analogen Rechnung

p˚˚q

x2x3 :“
b

p22 ´ 2qp32 ´ 3q “ 2 ¨
?
3 P Kˆ,

x2x4 :“
b

p2 ´
?
2q2p32 ´ 3q “ p2 ´

?
2q ¨

?
2 ¨

?
3 P Kˆ,

x3x4 :“
b

p22 ´ 2qp3 ´
?
3q2 “

?
2 ¨ p3 ´

?
3q P Kˆ.

Unter Benutzung der bereits bekannten Operation von σ̃ auf K erhalten wir

σ̃px1qσ̃px2q “ σ̃px1x2q “ σ̃
`?

2 ¨ p3 `
?
3q

˘

“ ´
?
2 ¨ p3 `

?
3q “ ´x1x2,

σ̃px1qσ̃px3q “ σ̃px1x3q “ σ̃
`

p2 `
?
2q ¨

?
2 ¨

?
3q

˘

“ ´p2 ´
?
2q ¨

?
2 ¨

?
3 “ ´x2x4,

σ̃px1qσ̃px4q “ σ̃px1x4q “ σ̃
`

2 ¨
?
3
˘

“ 2 ¨
?
3 “ `x2x3,

was wegen σ̃px1q “ x2 die Werte σ̃px2q “ ´x1 und σ̃px3q “ ´x4 und σ̃px4q “ `x3

impliziert. Die entsprechende Rechnung liefert uns die Werte τ̃px2q “ `x4 und
τ̃px3q “ ´x1 und τ̃px4q “ ´x2. Insgesamt erhalten wir so die Werte

σ σ̃ τ̃ σ̃2 τ̃ 2 σ̃τ̃ pσ̃τ̃q2

x1 ´x1 `x2 `x3 ´x1 ´x1 ´x4 ´x1

x2 ´x2 ´x1 `x4 ´x2 ´x2 `x3 ´x2

x3 ´x3 ´x4 ´x1 ´x3 ´x3 ´x2 ´x3

x4 ´x4 `x3 ´x2 ´x4 ´x4 `x1 ´x4

Diese Tabelle impliziert σ̃2 “ τ̃ 2 “ pσ̃τ̃q2 “ ρ; insbesondere haben σ̃ und τ̃ und σ̃τ̃
alle die Ordnung 4. Weiter gilt σ̃τ̃px1q “ ´x4 “ ´τ̃ σ̃px1q. Somit ist die Gruppe
Γ nichtabelsch. Da sie mit σ̃˘1 und τ̃˘1 und pσ̃τ̃q˘1 schon 6 verschiedene Ele-
mente der Ordnung 4 besitzt, und selbst die Ordnung 8 hat, kann sie nur eine
Quaternionengruppe sein.

2. Betrachte einen Körper der Form K “ Cpt, uq mit t, u algebraisch unabhängig
über C. Betrachte die Körpererweiterung L “ Kpα, βq, wobei α eine Nullstelle
des Polynoms Xn ´ t und β eine Nullstelle von Xm ´ u ist. Finde ein primitives
Element von L{K.

Lösung : Die Polynome fpXq :“ Xn ´ t und gpXq :“ Xm ´ u sind irreduzibel in
Crt, u,Xs, da sie bis auf das Vorzeichen normiert vom Grad 1 in t beziehungsweise
u sind. Somit sind sie auch irreduzibel in KrXs. Da sie ausserdem normiert in X
sind mit fpαq “ gpβq “ 0, sind sie die Minimalpolynome von α beziehungsweise
β über K. Seien ζn, ζm P C, eine primitive n-te, bzw. m-te, Einheitswurzel. Dann
sind α, ζnα, . . . , ζ

n´1
n α P L die Nullstellen von f und β, ζmβ, . . . , ζ

m´1
m β P L die

Nullstellen von g. Die in dem Beweis des Satzes vom primitiven Element verwen-
dete Teilmenge (vergleiche Aufgabe 1 von Serie 23) ist also

"

pζjn ´ 1qα

p1 ´ ζkmqβ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

j “ 0, . . . , n ´ 1; k “ 1, . . . ,m ´ 1

*

.
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Wegen αn “ t und βm “ u ist nun aber
`

α
β

˘nm
“ tm

un . Da dieses transzendent über
K ist, ist auch α

β
transzendent über K. Daher besteht die obige Menge nur aus 0

und gewissen über C transzendenten Elementen der Form d ¨ α
β
mit d P Cˆ, enthält

also 1 nicht. Demnach ist α ` β ein primitives Element von L.

Aliter: Die Erweiterung L{K ist ein Zerfällungskörper des Polynoms f ¨ g und
daher normal. Als Erweiterung von Körpern der Charakteristik Null ist sie da-
her galoissch. Nach Proposition 7.2.5 der Vorlesung entsprechen die Bahnen von
GalpL{Kq auf den Nullstellen den irreduziblen Faktoren von f ¨ g. Die Operati-
on bildet daher die Nullstellen von f bzw. von g auf ebensolche ab. Für jedes
σ P GalpL{Kq gilt also σpαq “ ζ inα und σpβq “ ζjmβ für eindeutige 0 ď i ă n und
0 ď j ă m.

Behauptung: Für nichttriviale σ P GalpL{Kq ist σpα ` βq ‰ α ` β.

Beweis: Ist σpα ` βq “ α ` β, so folgt ζ inα ` ζjmβ “ α ` β und damit p1 ´ ζ inqα “

pζjm ´ 1qβ. Da σ nichttrivial ist, ist dabei i ą 0 oder j ą 0, und entsprechend
1´ζ in ‰ 0 oder ζjm´1 ‰ 0. Daraus folgt nun β

α
P C oder α

β
P C. Beides widerspricht

aber dem oben erklärten Umstand, dass α
β
transzendent über C ist.

Als Zwischenkörper einer Galoiserweiterung ist nun auch L{Kpα ` βq galoissch
und ihre Galoisgruppe ist eine Untergruppe von GalpL{Kq. Nach der Behauptung
enthält diese Untergruppe aber kein nicht-triviales Element. Nach der Galoiskor-
respondenz folgt also L “ Kpα ` βq, wie gewünscht.

*3. Zeige, dass alle Transzendenzbasen einer Körpererweiterung L{K dieselbe Kardi-
nalität haben, auch wenn sie unendlich sind.

Lösungsskizze: Betrachte zwei Transzendenzbasen B,B1. Die Aussage ist bekannt,
falls B oder B1 endlich sind. Wir nehmen also an, dass B und B1 unendlich sind. Je-
des b1 P B1 ist algebraisch über KpBq. Da Polynome nur endlich viele Koeffizienten
haben, können wir n ě 0 und b1, . . . , bn P B so wählen, dass b1 schon algebraisch
über Kpb1, . . . , bnq ist. Mit dem Auswahlaxiom (!) können wir dies gleichzeitig für
alle b1 P B1 tun und erhalten eine Funktion

t : B1
Ñ

ď

ně0

Bn, b1
ÞÑ pb1, . . . , bnq.

Dabei kann jedes Tupel pb1, . . . , bnq nur höchstens n mal als Bild tpb1q auftreten,
weil Kpb1, . . . , bnq{K den Transzendenzgrad n hat. Durch Numerieren der entspre-
chenden b1 erhalten wir also eine Einbettung B1 ãÑ

Ť

ně0 n ˆ Bn. Da B unendlich
ist, gilt nun aber

|n ˆ Bn
| ď |B ˆ Bn

| “ |B|
n`1

“ |B|.

Die entsprechenden Einbettungen n ˆ Bn ãÑ B liefern also zusammen eine Ein-
bettung B1 ãÑ ω ˆ B. Daraus folgt

|B1
| ď |ω ˆ B| “ ω ¨ |B| “ |B|.
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Analog zeigen wir |B| ď |B1| und folgern zusammen |B| “ |B1|.

4. Zeige für jeden Körperturm M{L{K die Formel

trdegpM{Kq “ trdegpM{Lq ` trdegpL{Kq.

Lösung : Sei S eine Transzendenzbasis von L{K, und T eine von M{L. Dann ist
S Ă L ∖K und T Ă M ∖ L, also S X T “ ∅ und daher |S Y T | “ |S| ` |T |. Es
genügt daher zu zeigen, dass S Y T eine Transzendenzbasis von M{K ist.

Nach der Wahl von S ist L{KpSq eine algebraische Körpererweiterung. Da die
Körpererweiterung LpT q “ LpS Y T q{KpS Y T q von den Elementen von L er-
zeugt wird, die algebraisch über KpS Y T q sind, ist auch dies eine algebraische
Körpererweiterung. Nach der Wahl von T ist aber auch M{LpT q eine algebraische
Erweiterung. Also ist auch M{KpS Y T q eine algebraische Erweiterung.

Nun betrachte ein ein von 0 verschiedenes Polynom f P KrX1, . . . , Xk, Y1, . . . , Yℓs

und paarweise verschiedene Elemente s1, . . . , sk P S und t1, . . . , tℓ P T mit der
Eigenschaft fps1, . . . , sk, t1, . . . , tℓq “ 0. Schreibe f als Polynom in Y1, . . . , Yℓ mit
Koeffizienten in KrX1, . . . , Xks. Dann ist mindestens einer dieser Koeffizienten
ungleich Null. Da s1, . . . , sk bereits algebraisch unabhängig über K sind, bleibt
dieser Koeffizient auch nach Einsetzen dieser Werte ungleich Null. Somit ist auch
das Polynom

gpY1, . . . , Yℓq :“ fps1, . . . , sk, Y1, . . . , Yℓq P LrY1, . . . , Yℓs

von 0 verschieden. Nach Konstruktion gilt nun aber gpt1, . . . , tℓq “ 0. Also sind
t1, . . . , tℓ algebraisch abhängig über L, im Widerspruch zur Annahme an T . Zu-
sammen zeigt dies, dass die Menge S Y T algebraisch unabhängig über K ist.

5. Zeige: Eine Körpererweiterung L{K ist genau dann rein transzendent, wenn L
isomorph über K zum Quotientenkörper eines Polynomrings über K ist.

Lösung : Wir zeigen zuerst, dass der Quotientenkörper eines beliebigen Polynom-
rings rein transzendent ist. Sei also KppXνqνPNq ein solcher Quotientenkörper. Wir
müssen zeigen, dass kein nichtverschwindendes Polynom f P KrpXνqνPN s existiert
mit fppXνqνPNq “ 0. Das gilt offensichtlich nach Definition.

Sei nun L “ KppaνqνPNq eine rein transzendente Körpererweiterung mit Transzen-
denzbasis taν : ν P Nu. Betrachte die Auswertungsabbildung

eval : KrpXνqνPN s Ñ KrpaνqνPN s : f ÞÑ fppaνqνPNq.

Sie ist offensichtlich ein surjektiver Ringhomomorphismus, der auf K die Iden-
tität ist. Wir zeigen Injektivität und betrachten dazu ein f P Kerpevalq, das heisst
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fppaνqνPNq “ 0. Da taν : ν P Nu algebraisch unabhängig ist, folgt, dass f das Null-
polynom ist und somit ist die Auswertungsabbildung injektiv. Folglich lässt sich
eval zu einem surjektiven Körperhomorphismus, also einem Körperisomorphismus,
der Quotientenkörper KppXνqνPNq Ñ KppaνqνPNq fortsetzen, der auf K die Iden-
tität ist.

*6. Zeige: Der elliptische Funktionenkörper Cpx, yq für über C transzendente Elemente
x und y mit y2 “ x3 ´ x ist nicht rein transzendent über C.
Hinweis: Ist Cpx, yq “ Cptq, so schreibe x “ f{g mit teilerfremden Polynomen
f, g P Crts. Zeige dann, dass f, g, f ˘ g paarweise teilerfremde Quadrate in Crts
sind und folglich x “ s2 für ein über C transzendentes Element s P Cptq. Folgere
aus rCpx, yq{Cpxqs “ 2, dass Cptq “ Cpsq sein muss. Eine direkte Rechnung in
dem Polynomring Crss liefert jetzt schnell einen Widerspruch.

Lösung : Da x transzendent über C und y algebraisch über Cpxq ist, hat die Erwei-
terung Cpx, yq{C den Transzendenzgrad 1. Wenn sie rein transzendent ist, muss
sie also gleich Cptq sein für ein über C transzendentes Element t. Mit diesem
können wir rechnen wie mit einer Variablen, und dann werden x und y rationale
Funktionen in t.

Schreibe also x “ f{g mit teilerfremden Polynomen f, g P Crts ∖ t0u. Dann ist

g4 ¨ y2 “ g4 ¨ px3
´ xq “ g4 ¨

`

f3

g3
´

f
g

˘

“ f 3g ´ fg3 “ f ¨ g ¨ pf ` gq ¨ pf ´ gq.

Da f und g teilerfremd sind, sind auch alle Faktoren auf der rechten Seite paarweise
teilerfremd. Da die rechte Seite ein Polynom in t ist, gilt das auch für die linke
Seite. Diese ist aber ein Quadrat in Cptq und somit auch ein Quadrat in Crts.
Aufgrund der Teilerfremdheit ist daher jeder Faktor auf der rechten Seite ein
Quadrat. Insbesondere ist x “ f{g “ s2 für ein s P Cptq.

Da nun x transzendent über C ist, gilt dies auch für s. Daher ist rCpsq{Cpxqs “

rCpsq{Cps2qs “ 2. Andererseits haben wir schon rCpx, yq{Cpxqs “ 2. Wegen Cpxq Ă

Cpsq Ă Cptq “ Cpx, yq und der Multiplikativität der Körpergrade muss daher
rCptq{Cpsqs “ 1 und somit Cptq “ Cpsq sein.

Wir können deshalb t vergessen und x und y als rationale Funktionen in der
Variablen s auffassen. Wegen x “ s2 ist dann

y2 “ x3
´ x “ s6 ´ s2 “ s2 ¨ ps4 ´ 1q.

Hier hat die rechte Seite aber eine einfache Nullstelle bei s “ 1 und ist folglich
kein Quadrat in Cpsq. Damit haben wir einen Widerspruch, und die gewünschte
Aussage ist gezeigt.

7. Schreibe die folgenden Ausdrücke in Termen der elementarsymmetrischen Polyno-
me in X1, . . . , Xn:
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(a)
ř

i‰j X
3
i Xj.

(b)
ř

i X
4
i .

(c)
ř

i‰j‰k‰i X
2
i X

2
jX

2
k .

(d)
ř

i‰j Xi{Xj.

Lösung : (a)
ř

i‰j X
3
i Xj “ S2

1S2 ´ S1S3 ´ 2S2
2 ` 4S4.

(b)
ř

i X
4
i “ S4

1 ´ 4S2
1S2 ` 2S2

2 ` 4S1S3 ´ 4S4.

(c)
ř

i‰j‰k‰iX
2
i X

2
jX

2
k “ 6pS2

3 ` 2S1S5 ´ 2S2S4 ´ 2S6q.

(d)
ř

i‰j Xi{Xj “
S1Sn´1

Sn
´ n.
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