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Symmetrische Funktionen, Resultante

1. Seien S1 “ X ` Y ` Z und S2 “ XY ` XZ ` Y Z und S3 “ XY Z die ele-
mentarsymmetrischen Polynome in drei Variablen. Für alle n ě 1 definiere Fn :“
Xn ` Y n ` Zn. Zeige, dass für n ě 4 die folgende Rekursionsformel gilt:

Fn “ S1Fn´1 ´ S2Fn´2 ` S3Fn´3,

und berechne Fn für alle n “ 1, . . . , 5.

Lösung : Es gilt
Xn ` Y n ` Zn

“ pX ` Y ` ZqpXn´1
` Y n´1

` Zn´1
q

´pXY pXn´2
` Y n´2

q ` XZpXn´2
` Zn´2

q ` Y ZpY n´2
` Zn´2

qq

“ S1Fn´1 ´ pXY ` XZ ` Y ZqpXn´2
` Y n´2

` Zn´2
q

`pXY Zn´2
` XZY n´2

` Y ZXn´2
q

“ S1Fn´1 ´ S2Fn´2 ` XY ZpXn´3
` Y n´3

` Y n´3
q

“ S1Fn´1 ´ S2Fn´2 ` S3Fn´3.

Konkret ergeben sich

F1 “ S1

F2 “ S2
1 ´ 2S2

F3 “ S3
1 ´ 3S1S2 ` 3S3

F4 “ S1pS3
1 ´ 3S1S2 ` 3S3q ´ S2pS2

1 ´ 2S2q ` S3S1

“ S4
1 ´ 4S2

1S2 ` 4S1S3 ` 2S2
2

F5 “ S1pS4
1 ´ 4S2

1S2 ` 4S1S3 ` 2S2
2q ´ S2pS

3
1 ´ 3S1S2 ` 3S3q ` S3pS

2
1 ´ 2S2q

“ S5
1 ´ 5S3

1S2 ` 5S2
1S3 ` 5S1S

2
2 ´ 5S2S3.

2. Betrachte einen Körper K und eine natürliche Zahl n ě 2. Seien X1, . . . , Xn

unabhängige Variable über K, und seien S1, . . . , Sn ihre elementarsymmetrischen
Polynome.

(a) Zeige: Ist charpKq ‰ 2, so ist KpX1, . . . , XnqAn “ KpS1, . . . , Sn, Eq für das
Polynom E :“

ś

1ďiăjďnpXi ´ Xjq.

(b) Bestimme KpX1, . . . , XnqAn im Fall charpKq “ 2.
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Lösung : Schreibe L :“ KpX1, . . . , Xnq. Nach Satz 7.1.5 der Vorlesung ist L{LSn

endlich galoissch mit Galoisgruppe Sn, und L{LAn ist endlich galoissch mit Ga-
loisgruppe An. Wegen An ŸSn folgt mit dem Hauptsatz der Galoistheorie, dass die
Erweiterung LAn{LSn galoissch und ihre Galoisgruppe isomorph zu Sn{An – Z{2Z
ist, also Ordnung 2 hat. Für jedes F P LAn ∖ LSn gilt folglich LAn “ LSnpF q.

(a) Für jedes σ P Sn gilt

σE “
ź

1ďσpiqăσpjqďn

pXσpiq ´ Xσpjqq “ sgnpσq ¨
ź

1ďiăjďn

pXi ´ Xjq “ sgnpσqE.

Also ist E invariant unter An, aber wegen ´1 ‰ 1 in K nicht invariant unter Sn.
Folglich ist E P LAn ∖ LSn und daher der Fixkörper LAn “ KpS1, . . . , Sn, Eq.

(b) In diesem Fall zeigt die obige Rechnung E P LSn . Stattdessen nehmen wir daher
das Polynom F :“

ř

σPAn

śn
i“1X

i´1
σi . Nach Konstruktion ist F invariant unter An,

jedoch ist es nicht invariant unter Sn, da zum Beispiel der Term X2X
2
3X

3
4 . . . X

n´1
n

als Summand auftaucht, der Term X3X
2
2X

3
4 . . . X

n´1
n aber nicht. Somit ist F P

LAn ∖ LSn und daher der Fixkörper LAn “ KpS1, . . . , Sn, F q.

(Das Argument in (b) mit dem Ergebnis LAn “ KpS1, . . . , Sn, F q funktioniert
übrigens in jeder Charakteristik.)

3. Bestimme die Resultante folgender ganzzahliger Polynome bis aufs Vorzeichen:

(a) X3 ´ X ` 1 und X2 ` X ` 3.

(b) Xn´1 ` Xn´2 ` ¨ ¨ ¨ ` 1 und Xm´1 ` Xm´2 ¨ ¨ ¨ ` 1 für teilerfremde n und m.

Für welche p haben sie gemeinsame Nullstellen in einem algebraisch abgeschlosse-
nen Körper der Charakteristik p?

Lösung : In beiden Fällen haben die Polynome Koeffizienten in Z, also liegt auch
ihre Resultante in Z. Da die Resultante ein Polynom über Z in den Koeffizien-
ten der Polynome ist, ist die Resultante der entsprechenden Polynome über einem
beliebigen algebraisch abgeschlossenen Körper K einfach das Bild in K der Resul-
tante über Z. Die Polynome haben daher genau dann eine gemeinsame Nullstelle
in K, wenn die Charakteristik p von K die Resultante über Z teilt.

(a) Die Definition der Resultante ergibt

det

¨

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ´1 1 0
0 1 0 ´1 1
1 1 3 0 0
0 1 1 3 0
0 0 1 1 3

˛

‹

‹

‹

‹

‚

“ 55.

Die zwei Polynome haben also genau dann eine gemeinsame Nullstelle in einem
algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik p, wenn p P t5, 11u ist.
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(b) Wir berechnen die Resultante zuerst in C. Dazu schreiben wir die Polynome
in der Form fnpXq :“ Xn´1

X´1
und fmpXq :“ Xm´1

X´1
. Sei ζ P C eine primitive n-te

Einheitswurzel; dann hat fn die paarweise verschiedenen Nullstellen ζ i für i “

1, . . . , n ´ 1. Mit Proposition 7.4.5 der Vorlesung ergibt sich

Resfn,fm “

n´1
ź

i“1

fmpζ iq “

n´1
ź

i“1

ζ im ´ 1

ζ i ´ 1
.

Da n und m teilerfremd sind, durchläuft im genau wie i alle nichttrivialen Kon-
gruenzklassen modulo n. Deshalb hat das obige Produkt bis auf Vertauschung die
gleichen Zähler und Nenner. Die Resultante ist daher gleich 1. Aus der Vorbemer-
kung folgt, dass die zwei Polynome in keinem Körper eine gemeinsame Nullstelle
besitzen.

Aliter: Nach Definition ist die Resultante eine ganze Zahl. Nehmen wir an, sie
habe einen Primteiler p. Dann haben die Polynome eine gemeinsame Nullstelle ζ
in einem algebraisch abgeschlossenen Körper der Charakteristik p. Für diese gilt
ζm “ 1 und ζn “ 1. Wegen ggTpm,nq „ 1 existieren u, v P Z mit um`vn “ 1; also
gilt sogar ζ “ ζum`vn “ 1. Daraus folgt aber fnpζq “ fnp1q “ n und fmpζq “ m.
Wegen p ∤ ggTpm,nq sind diese Werte nicht beide null, was der Annahme, ζ sei
eine gemeinsame Nullstelle, widerspricht. Folglich ist die Resultante eine ganze
Zahl ohne Primteiler und somit gleich ˘1.

**4. Betrachte den Polynomring R :“ ZrA0, . . . , Am, B0, . . . , Bms und eine weitere Va-
riable X. Betrachte die Polynome F pXq “

řm
i“0AiX

i und GpXq “
řn

j“0BjX
j in

RrXs, und sei H P R deren Resultante bezüglich X. Zeige, dass H ein irreduzibles
Element von R ist.

5. In der Linearen Algebra wurde gezeigt: Für beliebige Elemente a1, . . . , an eines
kommutativen unitären Rings hat die Matrix A “ paj´1

i q1ďi,jďn die Vandermonde-
Determinante

detpAq “
ź

1ďiăjďn

paj ´ aiq.

Beweise diese Formel mit der Methode, mit der in der Vorlesung die Formel für
die Resultante in Termen der Nullstellen der beteiligten Polynome gezeigt wurde.

Lösung : Wenn die Formel für die Vandermonde-Determinante für unabhängige
VariablenX1, . . . , Xn über Z stimmt, stimmt sie durch Einsetzen auch für beliebige
Ringelemente a1, . . . , an. Wir interessieren uns also für das Polynom

V :“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

1 X1 X2
1 . . . Xn´1

1

1 X2 X2
2 . . . Xn´1

2
...

...
...

. . .
...

1 Xn X2
n . . . Xn´1

n

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

P ZrX1, . . . , Xns.
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Betrachte beliebige Indizes 1 ď i ă j ď n. Wenn wir die Variable Xj gleich
Xi setzen, wird die j-te Zeile der Matrix gleich der i-ten Zeile und folglich die
Determinante zu Null. Also hat V , als Polynom in Xj betrachtet, die Nullstelle Xi,
und ist folglich durch Xj ´ Xi teilbar. Da die Polynome Xj ´ Xi für alle 1 ď i ă

j ď n paarweise teilerfremd sind, ist V somit auch schon durch
ś

iăjpXj ´ Xiq

teilbar, das heisst, es gilt V “ c¨
ś

iăjpXj ´Xiq für ein Polynom c P ZrX1, . . . , Xns.

Für jedes j ist die j-te Spalte der Matrix homogen vom Grad j´1 in den Variablen
X1, . . . , Xn, also ist V homogen vom Grad

řn
j“1pj´1q “

npn´1q

2
. Dies ist aber auch

schon der Grad von
ś

iăjpXj ´ Xiq. Folglich muss c den Grad 0 haben; somit ist
c P Z.
In der Vorlesung haben wir c bestimmt, indem wir konkrete Werte eingesetzt
haben, für die die Determinante einfach zu berechnen war. Im vorliegenden Fall
scheint es keine geeigneten Werte zu geben, daher wählen wir eine andere Methode,
nämlich Koeffizientenvergleich. Nach Definition ist

V “
ÿ

σPSn

sgnpσq ¨ X1
σ2 ¨ ¨ ¨Xn´1

σn .

Also ist der Koeffizient von X1
2 ¨ ¨ ¨Xn´1

n in V gleich `1. Wir behaupten das gleiche
für das Polynom

ś

1ďiăjďnpXj ´ Xiq. Beim Ausmultiplizieren entsteht nur dann

der Term Xn´1
n , wenn wir aus allen Faktoren der Form pXn ´ Xiq den Term Xn

auswählen. Übrig bleibt dann das Produkt
ś

1ďiăjďn´1pXj ´ Xiq, für welches wir

genauso argumentieren können mit Xn´2
n´1 , und so weiter. Insgesamt zeigt dies, dass

beim Ausmultiplizieren nur dann das Monom X1
2 ¨ ¨ ¨Xn´1

n entsteht, wenn wir aus
jedem Faktor Xj´Xi mit i ă j das Xj auswählen. Der Koeffizient von X1

2 ¨ ¨ ¨Xn´1
n

ist also ebenfalls gleich `1. Durch Koeffizientenvergleich folgt somit c “ 1, und
wir sind fertig.

6. Sei R ein Ring, und betrachte das Polynom fpXq “ Xm ` aX ` b P RrXs mit
m ě 2. Verifiziere die folgende Formel für die Diskriminante von f :

Discf “ p´1q
mpm´1q{2

rp1 ´ mq
m´1am ` mmbm´1

s.

Lösung : Da f normiert ist, gilt Discf “ p´1qmpm´1q{2 detpSylvf,f 1q, wobei Sylvf,f 1

die Sylvestermatrix von f und seiner Ableitung f 1 bezeichnet. Wir berechnen dies
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mit fpXq “ Xm ` aX ` b und f 1pXq “ mXm´1 ` a:

Sylvf,f 1 “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

1 0 ¨ ¨ ¨ 0 a b 0
. . . ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

. . . . . .

0
1 0 ¨ ¨ ¨ 0 a b

m ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 a 0
. . . ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

. . .

0
m ¨ ¨ ¨ 0 a

m ¨ ¨ ¨ 0 a

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

Für jedes 1 ď k ď m ´ 1 subtrahieren wir das m-fache der k-ten Zeile von der
k ` m ´ 1-ten Zeile. So erhalten wir eine obere Blockdreiecksmatrix mit einer
pm ´ 1q ˆ pm ´ 1q-Einheitsmatrix in der oberen linken Ecke und der Nullmatrix
unter ihr. Also können wir die ersten m ´ 1 Spalten und Zeilen streichen und
erhalten

detpSylvf,f 1q “ det

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

p1 ´ mqa ´mb 0
. . . . . .

0
p1 ´ mqa ´mb

m 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 a

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

.

Durch Entwicklung dieser Determinante nach der letzten Zeile erhalten wir

detpSylvf,f 1q “ mpmbqm´1
` app1 ´ mqaq

m´1

und berechnen

Discf “ p´1q
mpm´1q{2 detpSylvf,f 1q

“ p´1q
mpm´1q{2

rmpmbqm´1
` app1 ´ mqaq

m´1
s

“ p´1q
mpm´1q{2

rp1 ´ mq
m´1am ` mmbm´1

s.

5



7. Bestimme für jedes der folgenden ganzzahligen Polynome f , ob es separabel in
QrXs ist, sowie für welche Primzahlen f mod ppq separabel in FprXs ist.

(a) fpXq “ X5 ` 5X ` 5,

(b) fpXq “ X4 ´ 5X3 ` 6X2 ` 4X ´ 8.

(c) fpXq “ X5 ` 2X3 ` 4,

Wie geht es schneller: mit der Diskriminante oder durch Berechnung des grössten
gemeinsamen Teilers des Polynoms f und seiner Ableitung f 1 ?

Lösung : Nach Proposition 6.5.7 der Vorlesung ist ein Polynom f über einem Körper
K genau dann separabel, wenn f und f 1 teilerfremd sind. Nach Folge 7.4.8 der
Vorlesung ist dies auch äquivalent dazu, dass die Diskriminante Discf ‰ 0 ist. Es
genügt also, entweder ggTpf, f 1q oder Discf zu berechnen. Letzteres benötigt die
Determinante der Sylvestermatrix Sylvf,f 1 . Für n “ degpfq ist dies eine Matrix der
Grösse p2n´ 1q ˆ p2n´ 1q, deren Determinante im Allgemeinen relativ aufwendig
zu berechnen ist. Die Methode mit dem ggT ist daher oft einfacher.

(a) Nach Aufgabe 6 hat das Polynom fpXq “ X5 ` 5X ` 5 die Diskriminante

Discf “ p´1q
5p5´1q{2

rp1 ´ 5q
5´155 ` 5555´1

s “ 44 ¨ 55 ` 55 ¨ 54 “ 55 ¨ 881 ‰ 0.

Folglich ist f separabel in QrXs. Da 5 und 881 Primzahlen sind, ist f mod ppq in
FprXs genau dann separabel, wenn p ‰ 5, 881 ist.

Aliter: Nach dem Eisensteinkriterium für p “ 5 ist das Polynom irreduzibel in
QrXs und wegen charpQq “ 0 folglich separabel in QrXs. Offenbar ist ausserdem
fpXq ” X5 mod p5q und daher nicht separabel in F5rXs. Für andere Primzahlen
kann man ggTpf, f 1q in FprXs berechnen wie in (c).

(b) Wir berechnen ggTpf, f 1q in QrXs mit dem euklidischen Algorithmus. Dass der
ggT sich nicht ändert, wenn wir die Polynome mit Elementen von Qˆ multiplizie-
ren, benutzen wir während der Rechnung dazu, dass die Koeffizienten ganzzahlig
bleiben.

ggTpf, f 1
q “ ggTpX4

´ 5X3
` 6X2

` 4X ´ 8, 4X3
´ 15X2

` 12X ` 4q

„ ggTp4X3
´ 15X2

` 12X ` 4, X2
´ 4X ` 4q

„ ggTpX2
´ 4X ` 4, 0q

„ X2
´ 4X ` 4 “ pX ´ 2q

2.

Folglich ist 2 eine doppelte Nullstelle von ggTpf, f 1q und damit eine dreifache
Nullstelle von fpXq “ X4 ´ 5X3 ` 6X2 ` 4X ´ 8. Also ist f nicht separabel in
QrXs, und a fortiori auch nicht in FprXs.
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(c) Wir berechnen den ggT von f und f 1 in QrXs wiederum mit Hilfe des euklidi-
schen Algorithmus.

ggTpf, f 1
q “ ggTpX5

` 2X3
` 4, 5X4

` 6X2
q

„ ggTp5X2
` 6, X3

` 5q

„ ggTp5X2
` 6, 6X ´ 25q

„ ggTp6X ´ 25, 125X ` 36q

„ ggTp6X ´ 25, 3341q „ 1.

Folglich sind f und f 1 teilerfremd und f ist separabel in QrXs.

Modulo p: In der obigen Rechnung wurde mit Produkten der Primzahlen 2, 3 und
5 erweitert. Diese Fälle müssen wir deshalb getrennt betrachten. Für alle übrigen
Primzahlen gilt die obige Rechnung genauso modulo ppq. Wegen 3341 “ 13¨257 mit
257 prim ist also f mod ppq separabel für alle p R t2, 3, 5, 13, 257u und inseparabel
für p P t13, 257u.

Für p “ 2 ist fpXq ” X5 mod p2q mit der fünffachen Nullstelle 0; also ist f mod p2q

inseparabel.

Für p “ 3 ist f 1pXq “ 5X4 ` 6X2 ” 2X4 mod p3q mit der vierfachen Nullstelle 0,
es gilt jedoch fp0q “ 4 ı 0 mod p3q. Somit ist f mod p3q separabel.

Für p “ 5 gilt f 1pXq “ 5X4 ` 6X2 ” X2 mod p5q mit der zweifachen Nullstelle 0,
es gilt jedoch fp0q “ 4 ı 0 mod p5q. Somit ist f mod p5q separabel.

Insgesamt ist also f mod ppq separabel genau dann, wenn p R t2, 13, 257u ist.
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