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AUFLOSUNG DURCH RADIKALE, BESTIMMUNG DER (GALOISGRUPPE

1. Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, dessen Grad eine Primzahl p ist und das
genau zwei nicht reelle Nullstellen hat. Beweise, dass die Galoisgruppe von f gleich
Sy ist.

2. Sei p > 11 eine Primzahl. Zeige, dass die Gleichung X° —pX + p = 0 iiber Q nicht
durch Radikale auflosbar ist.

3. Sei K := Q(() fiir eine Einheitswurzel ¢ € C der Ordnung 7.

(a) Beschreibe alle Zwischenkorper von K /Q.
(b) Gib Erzeugende in Termen von Radikalen an.

4. Seien ¢, € {£1}. Zeige, dass jedes Polynom f € Q[X] \ {0} vom Grad n <9 mit
der Eigenschaft f(X) = eX"f(6X ') auflésbar durch Radikale ist.

5. Sei f(X) € R[X] ein separables normiertes Polynom vom Grad 3 mit der Diskri-
minante A. Zeige:

(a) Es gilt A > 0, falls alle Nullstellen von f reell sind, andernfalls A < 0.

(b) Falls f genau eine reelle Nullstelle hat, so enthélt die Losungsformel dafiir
nur reelle Quadrat- und dritte Wurzeln.

(c¢) Im Gegensatz dazu erfordert die Losungsformel ausgerechnet dann eine dritte
Wurzel aus einer nicht-reellen komplexen Zahl, wenn f drei reelle Nullstellen
hat ( “Casus irreducibilis”).

*(d) Versuche zu erkléren, wieso der Umstand aus (c¢) unvermeidbar ist, also wes-
halb die Nullstellen von f, selbst wenn sie reell sind, im Allgemeinen nicht
mit reellen Radikalen ausgedriickt werden kénnen.



6. Betrachte ein Polynom der Form f(X) = X* + aX?3 + bX? + ¢X + d iiber einem
Korper K der Charakteristik 0. Ziel dieser Aufgabe ist es, explizite Losungsformeln
fiir die Nullstellen von f in Termen der vier Grundrechenarten sowie von zweiten
und dritten Wurzeln zu finden. Schreibe dafiir

X)) = (X = a1)(X —a2)(X — a3)(X — a4)
iiber einem Zerfallungskorper L = K (ay, as, as, as) von f und setze
b1 = a1G2 + Q304 Cl = Qa1+ a2 —asz — a4

by = aias + asaq sowie Co ap — Qo + az — ay
by = aja4 + asas C3 = a1 — a9 —as + aq

(a) Zeige, dass nach einer Substitution der Form X =Y + « fiir ein geeignetes
a € K der Koeffizient von Y3 verschwindet. Im folgenden nehmen wir daher
a = 0 an, damit die Formeln einfacher werden.

(b) Berechne das Polynom ¢(Y') := (Y —b1)(Y — b2)(Y — b3) durch eine explizite
Formel in Q[b, ¢, d][Y].

(c) Gib Losungsformeln fiir by, by, b3 an aus der Theorie der kubischen Gleichung.
(d) Berechne ¢?, 3, c3 durch explizite Formeln in Q[b, c, d, by, ba, bs].

(e) Berechne aq, as, as, ay durch explizite Formeln in Q[b, ¢, d, by, by, bs, ¢1, ¢2, c3].
Nehmen wir jetzt zusétzlich an, dass f die Galoisgruppe S; hat. Zeige dann:

(f) Das Polynom ¢(Y') € K[Y] hat die Galoisgruppe Ss.
(g) Der zu der Kleinschen Vierergruppe H < S, gehérende Zwischenkorper ist
K (by, by, b3).
7. Bestimme die Galoisgruppen der folgenden Polynome iiber QQ:
(a) F(X)=X>+X3—-2X+5
(b) g(X) = X*—2X34+2X +3
(c) h(X)=X*+3X3+3X +1



