D-MATH Algebra 11 FS 2023
Prof. Richard Pink

Musterlosung Serie 28
AUFLOSUNG DURCH RADIKALE, BESTIMMUNG DER GALOISGRUPPE

1. Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, dessen Grad eine Primzahl p ist und das
genau zwei nicht reelle Nullstellen hat. Beweise, dass die Galoisgruppe von f gleich
Sy ist.

Lésung: Da f irreduzibel und char(Q) = 0 ist, ist das Polynom separabel. Seien
ai,...,a, seine Nullstellen in C und L := Q(ay,...,a,) sein Zerfiallungskorper
tiber Q und G := Gal(L/Q) < S, seine Galoisgruppe iiber Q. Wir zeigen:

(a) G enthélt einen p-Zykel.
(b) G enthélt eine Transposition.

Fiir (a) beachten wir zunéchst, dass G transitiv auf den Nullstellen operiert, weil f
irreduzibel ist. Thre Anzahl p ist also ein Teiler der Gruppenordnung |G|. Da p prim
ist, enthélt G also ein Element der Ordnung p. Schreiben wir dieses als Produkt
von disjunkten Zykeln, so ist die Lénge jedes dieser Zykel ein Teiler von p, und
nicht alle Zykel haben die Lénge 1. Also hat einer dieser Zykel die Lange p. Da aber
iiberhaupt nur p Ziffern vertauscht werden, gibt es in dieser Zerlegung gar keine
weiteren Zykel, und das Element ist bereits ein p-Zykel. Damit ist (a) gezeigt.

Fiir (b) seien ohne Beschrankung der Allgemeinheit a; und ay die beiden nicht-
reellen Nullstellen von f. Da f reelle Koeffizienten hat, ist dann auch das komplex
Konjugierte a7 eine Nullstelle von f. Da sie nach Voraussetzung # a, ist, bleibt nur
die Moglichkeit a7 = ao. Daraus folgt a; = aq; und natiirlich gilt a; = a; fiir alle
3 < i < p. Nun ist die komplexe Konjugation ein Kérperautomorphismus von C
und induziert also einen Korperautomorphismus von L, und somit ein Element
von G. Die zugehorige Permutation ist die Transposition (1 2), womit (b) bewiesen
ist.

Schliesslich besagt Aufgabe 5 von Serie 4, dass jede Untergruppe von .S, mit den
Eigenschaften (a) und (b) gleich S, ist. Also ist G = S, wie gewiinscht.

2. Sei p > 11 eine Primzahl. Zeige, dass die Gleichung X° —pX + p = 0 iiber Q nicht
durch Radikale auflosbar ist.

Lisung: Sei f(X) = X° —pX + p € Q[X]. Wir untersuchen den Graphen von f,
aufgefasst als Funktion R — R, mithilfe von Methoden aus der Analysis I. Die erste
Ableitung f/(X) = 5X*—p hat genau zwei reelle Nullstellen, nimlich i\‘*/g . Diese
Nullstellen sind einfach und sind daher die einzigen lokalen Extremalstellen von f.
Ausserdem gilt f (\‘l/g ) < 0 und f (—{/g ) > (; darum hat f bei {/g ein lokales

Minimun und bei —4/2 ein lokales Maximum. Andererseits gilt lim, o, f(z) = o
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und lim,_, o f(z) = —o0, da der hochste Koeffizient von f positiv ist. Zusammen
folgt daraus, dass f genau eine reelle Nullstelle in jedem der Intervalle |—oo, —\‘l/g [

und | — /2, /B[ und ]{/Z, o[ besitzt. Ausserdem hat es keine Nullstelle mit f’
gemeinsam; darum besitzt f genau 3 reelle und 2 komplex konjugierte Nullstellen.

Andererseits ist f irreduzibel nach dem Eisensteinkriterium mit der Primzahl
p = 5. Also folgt aus Aufgabe 1, dass die Galoisgruppe von f gleich Sy ist. Da
diese Gruppe nicht auflosbar ist, folgt mit dem Satz von Abel-Ruffini, dass f nicht
durch Radikale auflosbar ist.

. Sei K := Q(() fiir eine Einheitswurzel ¢ € C der Ordnung 7.
(a) Beschreibe alle Zwischenkorper von K /Q.

(b) Gib Erzeugende in Termen von Radikalen an.
Lésung:

(a) Die Gruppe p7 der siebten Einheitswurzeln ist von ¢ erzeugt. Nach Satz 7.6.4

der Vorlesung ist also K = Q(u7) galoissch vom Grad 6 iiber Q mit der Ga-
loisgruppe (Z/7Z)* = F5. Als multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers
ist diese zyklisch. Da sie Ordnung 6 hat, besitzt sie genau je eine Untergrup-
pe der Ordnung 1,2,3,6. Nach der Galoiskorrespondenz entsprechen diese
eindeutigen Unterkoérpern vom Grad 6, 3, 2,1 {iber Q.
Diese beinhalten natiirlich K = Q(¢) vom Grad 6 und Q vom Grad 1 tiber Q.
Mit @ := ¢ + ¢! ist nach Aufgabe 2 von Serie 27 sodann Q(a) ein Zwi-
schenkorper mit [Q(¢)/Q(a)] = 2 und folglich [Q(a)/Q] = 3. Um den Un-
terkorper vom Grad 2 iiber Q zu konstruieren, suchen wir ein Element, das
automatisch unter der Untergruppe vom Index 2 von F7 invariant ist. Diese
Untergruppe ist gleich {1, 2,4}, also ist b := ¢ + ¢? + ¢* ein solches Element.
Fiir dieses rechnen wir

b o= C+ P+ G20 +2¢° +2¢°
und wegen (® = ( erhalten wir
V4+b+2 = 202 4+2¢" +2C+2C3 +2° +2¢5+2 = 0,
da ¢ eine Nullstelle des Kreisteilungspolynoms % =X+ X°+.. . +X+1

1
ist. Nach der Mitternachtsformel ist daher b = (—1 + 4/—7)/2. Somit ist

Q(b) = Q(+/—T7) der gesuchte Zwischenkorper vom Grad 2 iiber Q.

(b) Die Zwischenkorper Q(¢) und Q und Q(+/—7) sind bereits durch Radikale
beschrieben. Es bleibt, dies noch fiir den Zwischenkérper Q(a) zu tun. Mit
etwas Probieren finden wir

@’ +a? =20 -1 = (CH3C+3CT+ )+ (CH+2+ ) =2(C+) — 1
= CHHCT P14
- 0.



Jetzt konnen wir die Losungsformeln fiir Gleichungen dritten Grades verwen-
den. Zuerst bringen wir den quadratischen Term zum Verschwinden durch
kubische Ergénzung. Die Substution a = (¢ — 1)/3 fiithrt zu Q(a) = Q(c¢) mit
¢3 —21c — 7 = 0. Nach Spezialfall 7.8.6 der Vorlesung erhalten wir daher

4. Seien €, € {+1}. Zeige, dass jedes Polynom f € Q[X ]~ {0} vom Grad n <9 mit
der Eigenschaft f(X) = eX"f(6X ') auflésbar durch Radikale ist.

Losung: Die Voraussetzung impliziert, dass der konstante Koeffizient von f gleich
+ dem hochsten Koeffizienten ist; insbesondere ist er ungleich Null. Also ist jede
Nullstelle o € C von f ungleich Null. Weiter ist die Abbildung ¢: a — da~! eine
Permutation der Menge der Nullstellen mit ¢? = id, welche zudem die Multiplizitét
der Nullstellen erhélt.

Zuerst betrachten wir den Fall, dass ¢ eine Nullstelle @ € Q auf sich abbildet.

Diese erfiillt dann die Gleichung o = ¢. Im Fall § = 1 ist also o € {£1} und somit

f(X) = (X —a)-g(X) fiir ein Polynom g € Q[X]| vom Grad n — 1. Dieses erfiillt
f(X) eX"f(X

9(X) = X—a —aX (X! —)oz) B _2 XX,

also die entsprechende Eigenschaft. Da f und g denselben Zerfillungskorper haben,
geniigt es, die Aussage fiir g anstatt f zu beweisen. Im Fall 6 = —1 ist {o, @} =
{+i}, und beides sind Nullstellen von f. Somit ist f(X) = (X2 + 1) - g(X) fiir ein
Polynom ¢ € Q[X] vom Grad n — 2. Dieses erfiillt

o) = LAL - A cergx

also wieder die entsprechende Eigenschaft. Ist K < C der Zerfallungskorper von g,
so ist K (i) < C der Zerfallungskorper von f. Somit ist letzterer auflosbar tiber Q,
wenn ersterer es ist, und es geniigt wieder, die Aussage fiir g anstatt f zu beweisen.

Durch Induktion iiber den Grad kénnen wir uns damit auf den Fall reduzieren,
dass die Abbildung ¢: o — da~! keine Nullstelle festlisst. Dann ist n gerade,
und die komplexen Nullstellen sind Paare y, # daj ' fiir 1 < k < m := n/2. Die
Rechnung

H:

X —ay)( X 50zk ) _ ﬁ(X—HSX_l—ak—éa,;l)
k=1

zeigt nun, dass f(X) = X™ - h(X +0X 1) ist fiir ein Polynom h vom Grad m. Da
f Koeffizienten in Q hat, gilt dies auch fiir h. Wegen n < 9 ist jetzt aber m < 4
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und folglich A auflésbar durch Radikale. Die Nullstellen von f ergeben sich dann
aus den Nullstellen 3, von h durch Losen der Gleichung X + 6X ! = f3;, welche
zu der quadratischen Gleichung X? — 8,.X + § = 0 #quivalent ist. Sie sind somit
durch Radikale iiber dem Zerfallungskorper von h ausdriickbar, und deshalb ist
auch f durch Radikale auflésbar.

. Sei f(X) € R[X] ein separables normiertes Polynom vom Grad 3 mit der Diskri-
minante A. Zeige:

(a) Es gilt A > 0, falls alle Nullstellen von f reell sind, andernfalls A < 0.

(b) Falls f genau eine reelle Nullstelle hat, so enthélt die Losungsformel dafiir
nur reelle Quadrat- und dritte Wurzeln.

(¢) Im Gegensatz dazu erfordert die Losungsformel ausgerechnet dann eine dritte
Wurzel aus einer nicht-reellen komplexen Zahl, wenn f drei reelle Nullstellen
hat ( “Casus irreducibilis”).

*(d) Versuche zu erkliren, wieso der Umstand aus (c) unvermeidbar ist, also wes-
halb die Nullstellen von f, selbst wenn sie reell sind, im Allgemeinen nicht
mit reellen Radikalen ausgedriickt werden kénnen.

Lésung: (a) Seien z1, xq, x3 die Nullstellen von f. Falls xq, x9, x5 reell sind, so ist
A = (27 — 29)* (21 — 23)* (29 — 13)% > 0.

Hat f andererseits nicht-reelle Nullstellen, so ist genau eine Nullstelle reell, und
die anderen beiden sind zueinander komplex konjugiert. Sei ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit x; die reelle Nullstelle. Dann ist x3 = Z und folglich

A = (l’l — Z‘Q) (Il — $2)2($2 — Ig)
= \((xl — o) (a1 — xg))J- (r9 — xQ)J < 0.
|1 — xo|* —4Tm(x5)?

(b) und (c): Verwende die Notationen aus der Vorlesung. Laut Vorlesung ist die
Losungsformel fiir kubische Gleichungen gegeben durch

;s A s A
B R e (U el

Wir sehen, dass unter der dritten Wurzel genau dann eine reelle Zahl steht, wenn
A < 0 gilt. Dies ist mit (a) genau dann der Fall, wenn f genau eine reelle Nullstelle
hat.

(d) Nehmen wir an, dass eine allgemeine Losungsformel fiir den Fall (c¢) existiert,
welche nur reelle Wurzeln enthélt. Dann gilt diese Formel insbesondere dann, wenn
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f irreduzibel iiber einem gegebenen Unterkoérper K < R ist, was wir also nun
annehmen. Die Formel bedeutet, dass ein Radikalturm

KCKOIZK(\/E>CK1C...CKTLCR

existiert mit x1, o, r3 € K,. Dabei kénnen wir ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit annehmen, dass jedes K; = K;_1(®/c;) ist fiir eine Primzahl p; und
ein a; € K;_1. Sei m minimal, sodass eine der Nullstellen z, in K, liegt. Da f
irreduzibel iiber K ist, gilt x, ¢ Ky und somit m > 1. Da dann keine der drei
Nullstellen von f in K, 1 liegt, ist f wegen deg f = 3 irreduzibel {iber K,, ;.
Wegen [K,,/K,—1] prim und K,,_1(z,) < K, folgt dann K,, 1(z,) = K,,, das
heisst, K, ist ein Stammkorper von f iiber K, 1. Aber wir wissen bereits, dass
Ko(z,) = K(VA, 1) alle drei Nullstellen von f enthilt. Daher gilt das Gleiche fiir
K,,, und somit ist K, ein Zerfdllungskorper von f iiber K, . Er ist also galoissch
vom Grad 3 iiber K,,_;. Nach Konstruktion gilt nun aber K,, = K,,_1(/0,) mit
O € Koy, wobei X3 — a,,, € K,,,_1[X] irreduzibel ist und somit insbesondere
a, # 0. Da K, normal iiber K,,_; ist, muss er also auch die anderen beiden Null-
stellen von X? — o,,, enthalten, das heisst, die beiden nicht reellen dritten Wurzeln
aus a,,, im Widerspruch zu K,, c R.

6. Betrachte ein Polynom der Form f(X) = X* + aX? + bX? + ¢X + d iiber einem
Korper K der Charakteristik 0. Ziel dieser Aufgabe ist es, explizite Losungsformeln
fiir die Nullstellen von f in Termen der vier Grundrechenarten sowie von zweiten
und dritten Wurzeln zu finden. Schreibe dafiir

fX) = (X —a1)(X — a2)(X — a3)(X — ay)

tiber einem Zerfallungskorper L = K (ay, ag, ag, ays) von f und setze

by = aiaq + azaq = a1+ as—as—aq
by = ajas + asay sowie Cy = a1 — Qg+ a3 — ay
by = ajaq + asas C3 = a1 — Q9 — a3 + aq

(a) Zeige, dass nach einer Substitution der Form X =Y + « fiir ein geeignetes
a € K der Koeffizient von Y3 verschwindet. Im folgenden nehmen wir daher
a = 0 an, damit die Formeln einfacher werden.

(b) Berechne das Polynom ¢(Y) := (Y —b1)(Y — b2)(Y — b3) durch eine explizite
Formel in Q[b, ¢, d][Y].

(c¢) Gib Losungsformeln fiir by, be, bs an aus der Theorie der kubischen Gleichung.
(d) Berechne ¢?, c3, c3 durch explizite Formeln in Q[b, ¢, d, by, ba, b3].

(e) Berechne aq, as, as, ay durch explizite Formeln in Q[b, ¢, d, by, by, bs, c1, ¢2, c3].

Nehmen wir jetzt zusétzlich an, dass f die Galoisgruppe S; hat. Zeige dann:
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(f) Das Polynom ¢(Y') € K[Y] hat die Galoisgruppe Ss.

(g) Der zu der Kleinschen Vierergruppe H < S; gehorende Zwischenkorper ist
K(bly b27 b3)

Lésung:
(a) Die Substitution X =Y — ¢ liefert

FY =9 =0 =9"+aV =9’ +b(Y = 7)° + (Y = §) +d
=Y '+ (b—2a*)Y? + (c— Lab + 1a®)Y + (d — tac + La®b — 2.a?)
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(b) Seien Si, S, 53,5, die elementarsymmetrischen Polynome in aq,as, as, ay.
Aus Abschnitt 7.3 der Vorlesung folgen die Gleichungen

Slz—az(), ngb, 532—0, S4=d.

Seien nun 77,75, T5 die elementarsymmetrischen Polynome in by, bo, b3. Aus
der Definition von by, by, b3 berechnen wir

=Sy =b, Ty=2S, S5 —4S, = —4d

Das Polynom 75 ist etwas schwieriger. Wir rechnen

1
T3 = - 2 aja 2“2 + a1a2a3a42a? = 53 + (ST —482) 81 = ¢* — 4bd

i#j#k#L 7

wobei wir Aufgabe 7 von Serie 25 und Beispiel 7.3.10 der Vorlesung verwendet
haben. Es folgt

gY)=Y? —T\Y? 4+ TY — Ty = Y? —bY? — 4dY + 4bd — .

(¢) Aus Spezialfall 7.8.6 der Vorlesung wissen wir, dass wir durch Y = Z + £ das
Polynom ¢(Y') in die Form Z3 + 3pZ — 2¢ transformieren kénnen fiir gewisse
p,q € K. Explizit rechnen wir

b + 12d »odbd
—5 o (=35 g

27 3 2
Dann hat ¢g(Z) die Nullstellen
5= CAJla— VPP @+ C_i'{/qu— VPPt e K

fiire =1, 2, 3mit ¢ := HF und einer geeigneten Wahl der Wurzeln in K.
Es gilt dann b; = z; + b fur 1=1,2,3.
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(d) Unter Ausnutzung der Formel a? + a3 + a% + a3 = S — 25, aus Beispiel 7.3.10
und den Identitdten aus (b) zeigt eine direkte Rechnung:

3 =52 — 28y +2by — 2by — 2b3 = —2b + 2b; — 2by — 2bs,
c5 =S — 28y — 2by + 2by — 2b3 = —2b — 2b; + 2by — 2bs,
c5 = 87 — 28y — 2by — 2by + 2b3 = —2b — 2by — 2by + 2bs.

(e) Wir lésen das lineare Gleichungssystem

Ci=a1+a — Qa3 — Q4
Co = Q1 — Q2 + a3 — Ay
C3 =01 — Q2 — Az + aq
51=0=a1+a2+a3+a4

und finden
a) = %1(01 + Co + 03)
g = %1(01 —Cy —C3)
as = %1(—61 + Co — 63)
ay = ;11(—01 — C2 + 03)

(f) Der Isomorphismus Gal(L/K) =~ Sy ist charakterisiert durch die Formel
v(a;) = a; fir jedes 1 < i < 4. Die Anwendung eines solchen v auf by, by, by
ergibt einen Homomorphismus ¢: Sy — 93, dessen Bild die Galoisgruppe
von ¢(Y) ist. Wir wenden die Permutationen v, := (1 4), 72 := (1 2) und
73 := (1 3) von ay, as, as, as auf by, be, by an und erhalten

71(b1) = ba, 1(b2) = b1, ~(bs) = b,
Y2(b1) = b1,  72(b2) = b3,  72(bs) = bo,
v3(b1) = b3,  a(b2) = ba, ~y3(b3) = by.

Daher enthilt das Bild von ¢ die Transpositionen (1 2), (2 3) und (1 3)
und ist daher gleich ganz S;5. Wir folgern, dass somit das Polynom g(Y') als
Galoisgruppe S3 besitzt.

(g) Der Kern des Homomorphismus ¢ aus (f) ist die Kleinsche Vierergruppe
H = {(12)(34),(1 3)(24))< Sy, also gilt Sy/H = Gal(K(by,bs,bs)/K).
Aus der Galoiskorrespondenz folgt, dass der zu H gehorende Zwischenkorper
gleich K (by, bs, b3) ist. (Vergleiche dazu Aufgabe 1 von Serie 27.)

7. Bestimme die Galoisgruppen der folgenden Polynome iiber Q:
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f(X)=X°+X3-2X +5

(b) g(X) = X*—2X34+2X +3

(c)

h(X)=X*+3X?*+3X +1

Losung: Nach Satz 7.9.4 der Vorlesung sagt uns die Faktorisierung eines Polynoms
modulo einer Primzahl p, wenn sie separabel ist, dass die Galoisgruppe eine Per-
mutation enthélt, deren Zykelldingen genau die Grade der irreduziblen Faktoren
modulo p sind.

(a)

Wir zerlegen f(X) = X5 + X3 — 2X + 5 in irreduzible Faktoren modulo
kleinen Primzahlen:

f=X"+X?+1mod (2) v 5-Zykel
f=X"+X?*-2X +2mod (3) v 5-Zykel
f=X(X+1)(X +4)(X?+2) mod (5) o 2-Zykel

Somit enthilt die Galoisgruppe von f einen 2-Zykel und einen 5-Zykel und
ist daher gleich S5 nach Aufgabe 5 von Serie 4.

Wir zerlegen g(X) = X* — 2X3 + 2X + 3 in irreduzible Faktoren modulo
kleinen Primzahlen:

g= (X +1)* mod (2) Keine Aussage, da inseparabel
g=X(X?+ X?+2) mod (3) v 3-Zykel
g=X"+3X?+2X + 3 mod (5) o 4-Zykel

Damit enthélt die Galoisgruppe von g bereits 12 Elemente und eine ungerade
Permutation, ist also gleich Sj.

Wir zerlegen h(X) = X* 4+ 3X3 + 3X + 1 in irreduzible Faktoren modulo
kleinen Primzahlen:

h=(X+1)?*X?>+ X + 1) mod (2) Keine Aussage, da inseparabel
h=(X?+ X +2)(X?+2X + 2) mod (3) s Produkt zweier 2-Zykel
h=X*"+3X"+3X +1mod (5) v 4-Ziykel
h=X"+3X"+3X +1mod (7) v 4-Zykel
h=(X?+4X +7)(X?+ 10X + 8) mod (11) v Produkt zweier 2-Zykel
h=(X+2)(X+7)(X?+7X +1) mod (13) v 2-Zykel

Auch die nachsten Primzahlen liefern keine weiteren Informationen.

Wir koénnen aber bereits folgern, dass die Galoisgruppe G < Sy eine Dy
enthélt. Denn jeder 4-Zykel in G liegt in einer 2-Sylowgruppe P < G. Da G
auch eine Transposition enthélt, und diese in einer 2-Sylowgruppe von G liegt,



enthélt auch P schon einen 2-Zykel. Da aber das Quadrat eines 4-Zykels ein
Produkt zweier disjunkter 2-Zykel ist, kann P nicht schon von dem 4-Zykel
erzeugt sein. Also hat P mindestens die Ordnung 8. Wegen |Sy| = 8 - 3 ist P
somit schon eine 2-Sylowgruppe von S; und daher isomorph zur D;,.

Nun sehen wir weiter, dass das Polynom h palindromisch vom Grad 4 ist
wie in der obigen Aufgabe 4. Genauer ist fiir jede Nullstelle o € C auch ™!
eine Nullstelle. Damit enthélt die Erweiterung Q(«) vom Grad < 4 schon
die zwei Nullstellen a®!. Adjungieren der letzten beiden Nullstellen erfordert
dann hochstens eine weitere Erweiterung vom Grad 2. Dies zeigt, dass der
Grad eines Zerfillungskorpers < 8 ist. Also ist auch |G| < 8, und es bleibt
nur noch die Moglichkeit G = Djy.



