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GALOISERVVEITERUNGEN7 (G ALOISKORRESPONDENZ

Sie haben 15 Minuten Zeit, um die 5 untenstehenden Aufgaben zu l6sen. Es ist jeweils
genau eine Antwort richtig.

1. Welche Aussagen gelten fiir jeden algebraischen Korperturm M/L/K?

(a) Wenn M /K galoissch ist, dann ist auch L/K galoissch.
(b)| Wenn M /K galoissch ist, dann auch ist auch M/L galoissch.

(¢) Wenn M/L und L/K galoissch sind, dann ist auch M /K galoissch.
(d) Alle obigen Aussagen sind korrekt.

Erklarung: Aussage (b) haben wir so in der Vorlesung gesehen. Ein Gegenbeispiel
zu Aussage (a) ist der Koérperturm Q((v/2,4)/Q(v/2)/Q. Ein Gegenbeispiel zu
Aussage (c) ist der Koérperturm Q(v/2)/Q(v/2)/Q.

2. Welche Aussage ist falsch?

(a) Fiir jeden Zerféllungskorper L iiber Q ist L/Q galoissch.
(

(c) Fiir jede Primzahl p und jedes n > 0 ist die Erweiterung F,» /F, galoissch.

b) Jeder Korper hat eine Galoiserweiterung.

(d) | Jede Galoiserweiterung hat nur endlich viele Zwischenkorper.

Erklirung: Als Zerfallungskorper ist L/Q normal. Ausserdem ist jede Erweiterung
von QQ separabel; also ist (a) korrekt. Die triviale Erweiterung eines Korpers ist
separabel und normal und somit galoissch. Also ist (b) korrekt. Aussage (c) kennen
wir aus der Vorlesung. Dagegen ist Q/Q ist galoissch, hat aber unendlich viele
Zwischenkorper; somit ist (d) falsch.

3. Sei L/K eine endliche Erweiterung. Welche der Aussagen (a) bis (c) ist im Allge-
meinen falsch?

(a) Es existieren n € Zs; und eine Einbettung Autg (L) < S,,.

(b) L/K ist galoissch genau dann, wenn | Autg(L)| = |L/K]| ist.

(¢) Sei L eine normale Hiille von L/K. Ist L/K separabel, so ist L/K galoissch.

(d) | Alle obigen Aussagen sind korrekt.

Erklarung: Wegen | Autg(L)| < |L/K]| ist Autg(L) eine endliche Gruppe, also
folgt (a) aus dem Satz von Cayley. Aussage (b) ist Proposition 7.1.2 der Vorlesung,.
Ist weiter L/K separabel, so auch L/K; somit gilt (c). Daher ist (d) die richtige
Antwort.



4. Welche Korpererweiterung ist nicht galoissch?

(2) Q(v2,4))/Q
(b) Q/Q
(¢) Q(T)/Q(T?)

(d) | Fo(T)/Fo(T7)

Erklirung: Der Korper Q(v/2,1) ist ein Zerfallungskorper von (X2 — 2)(X2 + 1)
iiber Q und daher normal. Als algebraischer Abschluss ist auch Q/Q normal, und
als quadratische Erweiterung ist Q(7')/Q(7?) normal. In allen diesen Fillen ist
ausserdem die Charakteristik Null; also ist die Erweiterung separabel und somit
galoissch.

Die Erweiterung Fo(T')/Fo(T?) ist ebenfalls quadratisch und daher normal. Aber
hier ist die Charakteristik 2 und der Unterkorper das Bild des Oberkorpers un-
ter dem Frobenius-Homomorphismus f — f2. Somit ist diese Erweiterung rein
inseparabel und daher nicht galoissch.

5. Sei L/K endlich galoissch mit Galoisgruppe I'. Welche Aussage ist im Allgemeinen
falsch?

(a) Fiir jeden Zwischenkorper L existiert eine Untergruppe IV < T' mit L' = L.
(

(c)| Fiir jede Untergruppe IV < I' ist I'/T" = Gal(K"' /K).

(d) Esist I' = Homg (L, L).

b) Fiir jede Untergruppe I' < I'ist {a € L | Vy € I': y(a) = a} ein Korper.

Erklarung: Alle Aussagen ausser (c) sind aus der Vorlesung bekannt. Dagegen ist
(c) sinnlos, wenn I keine normale Untergruppe ist, da dann Gal(K""/K) gar nicht
definiert ist. Ausserdem ist in diesem Fall sowieso |I'/TV| > | Autgx (K")).



