D-MATH Algebra 11 FS 2023
Prof. Richard Pink . ) )
Musterlosung Wiederholungsserie

1. Gibt es einen Integritédtsbereich mit 15 Elementen?

Lésung: Let R be a ring with 15 elements. Then (R, +) is an abelian group of
order 15. It follows from the classification theorem for finitely generated abelian
groups that (R, +) = (Z/37) x (Z/5Z). Therefore we may thus choose elements
a,b € R of respective orders 3 and 5. Then a,b # 0, and 3ab = (3a)b = 0b = 0
and bab = (5b)a = 0a = 0; hence ab = 2 - 3ab — 5ab = 0. Thus R is not an integral
domain and the answer is no.

2. Sei K ein Korper. Berechne die Elementarteiler des K[ X ]-Moduls

M = K[X]/(X +1)") @ K[X]/((X - D(X* + 1)) @ K[X]/((X + D)(X* - 1)).

Lisung: If K has characteristic 2, then X% + 1 = X2 — 1 = (X + 1)2. This yields
M = K[X]/((X + 1)) @ K[X]/((X +1)°) @ K[X]/((X + 1)*).

Since (X + 1)?|(X + 1)?|(X + 1)3, it follows that the elementary divisors are

e1 = (X +1)?and ey = e3 = (X + 1),

Suppose now that char(K)# 2. Then X?—1 = (X +1)(X —1), and the polynomials
X +1and X —1 and X2+ 1 are pairwise relatively prime. The Chinese remainder
theorem therefore allows us to separate terms corresponding to their powers. This
yields:

M

lIe

KIX]/(X + 1))@ K[X]/(X —1) @ K[X]/((X?+1))
®K[X]/(X+1)?)@K[X]/(X-1).

Again using the Chinese remainder theorem to regroup terms, we obtain:
M= K[X]/(X - 1)(X +1)*) @ K[X]/((X = 1)(X + 1)*(X*+1)).
The elementary divisors are therefore

e = (X—l)(X+1)2,
e2 = (X=X +1*(X2+1).

3. Eine Untergruppe H < G, welche unter allen Automorphismen von G in sich
iibergeht, heisst eine charakteristische Untergruppe von G. (Vergleiche Aufgabe 1
von Serie 17.)



(a) Zeige, dass jede charakteristische Untergruppe normal ist.
(b) Zeige, dass das Zentrum jeder Gruppe eine charakteristische Untergruppe ist.

(c) Bestimme fiir jedes n die charakteristischen Untergruppen von S,,.
Lésung:

(a) Sei H eine charakteristische Untergruppe von G. Fiir jedes g € G ist dann
int, ein Automorphismus von G und somit YH = int,(H) = H. Daher ist H
normal.

(b) Ein Element g € G ist genau dann im Zentrum enthalten, wenn hgh™! = ¢
fiir alle h € G gilt. Seien nun g € Z(G) und ¢ € Aut(G). Fiir alle h € G setzen
wir 7 := ¢~ '(h) und rechnen

ho(g)h™ = w(e(g)ei)™ = @ligi™!) = ¢lg).
Somit ist p(G) € Z(G), woraus die Behauptung folgt.

(c) Nach (a) kommen nur normale Untergruppen in Frage. Im Fall n > 5 sind
dies nach Satz 5.1.3 der Vorlesung genau die Untergruppen 1, A, und S,,
und fir n < 4 wissen wir, dass alleine die Kleinsche Vierergruppe K =
{(12)(34),(13)(24))< S, hinzukommt. Fiir jedes n haben diese Untergrup-
pen, soweit sie verschieden sind, auch verschiedene Ordnung. Nun ist aber
das Bild einer normalen Untergruppe unter jedem Automorphismus wieder
eine normale Untergruppe derselben Ordnung. Jede der genannten normalen
Untergruppen ist also gleich ihrem Bild unter jedem Automorphismus und
daher charakteristisch.

4. Bestimme fiir jede Primzahl p die Ordnung der Automorphismengruppe der Grup-
pe (Z/p*Z) B (Z/pZ).
Lisung: Die Gruppe G := (Z/p*Z) H (Z/pZ) ist von den beiden Elementen (1,0)
und (0,1) erzeugt. Jeder Automorphismus ¢ von G ist daher durch die Bilder
(a,b) := ¢((1,0)) und (a’,¥') := ¢((0,1)) bestimmt. Dabei muss jedenfalls (a,b)
wie (1,0) ein Element der Ordnung p? sein, was dquivalent zu p { a ist. Ausserdem
muss (a’,b') wie (0,1) ein Element der Ordnung p sein, was dquivalent zu p|a’ und
(@', V') # (0,0) ist. Weiter ist das Element (0, 1) nicht in der Untergruppe {(1,0))
enthalten, also auch (a’,b’) nicht in der Untergruppe {((a,b)) = {(ca,cb) | c € Z}.
Wegen p t a und pla’ schliesst dies genau die Elemente (pda, pdb) = (pda,0) aus
fir alle d € Z. Wegen p 1 a sind dies aber auch genau die Elemente (pe, 0) fiir alle
e € Z. Insgesamt liefert das die Bedingungen p { a und p|a’ und ¥ # 0.

Betrachte umgekehrt beliebige (a, b) und (a’,b’) € G mit p{ a und pla’ und ¥’ # 0.
Dann existiert ein eindeutiger Homomorphismus ¢: G — G mit ¢((1,0)) = (a,b)
und ¢((0,1)) = (a/, '), némlich

0: G— G, (¢,d) — (ca+dad,cb+db).
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Dieser bildet die zyklische Untergruppe {(1,0)) der Ordnung p* isomorph auf die
Untergruppe {(a,b)) ab, und die zyklische Untergruppe {(0,1)) der Ordnung p
isomorph auf die Untergruppe {(a’, '), welche nicht in {(a, b)) enthalten ist. Diese
beiden Bilder erzeugen daher gemeinsam eine Untergruppe der Ordnung > p?
und folglich nach Lagrange die ganze Gruppe G. Somit ist der Homomorphismus
surjektiv, und daher bijektiv, also ein Isomorphismus.

Die Anzahl der Automorphismen von G ist also die Anzahl der Moglichkeiten fiir
(a,b) und (a’,b") € G mit p{a und pla’ und b’ # 0, das heisst gleich

(1Z/p*Z|~|pZ/p* L)) | Z/pZ| |pZ/p°Z]-(|Z/pZ|-1) = (p*—p)-p-p-(p—1) = p*(p—1)*.

. Betrachte Gruppen G und H. Beweise oder widerlege:

(a)
(b)
(c)

Besitzt sowohl G als auch H eine Kompositionsreihe, so auch G x H.
Besitzt G eine Kompositionsreihe, so auch jede Faktorgruppe von G.

Besitzt G eine Kompositionsreihe, so auch jede Untergruppe von G.

Losung: Betrachte eine Kompositionsreihe 1 = Go< Gy <...< G, = G.

(a)

Nimm eine Kompositionsreihe 1 = Hy< H; <...< H,, = H. Dann gilt
1l = Gyxl<..<«G,x1=GxHy<..<GxH, = GxH

mit den Subfaktoren (G;x1)/(G;—1x1) = G;/G;—1 und (G x H,)/(G x H;_,)
~ H;/H,_4, die nach Voraussetzung einfache Gruppen sind. Somit haben wir
eine Kompositionsreihe von G x H.

Fiir jeden Normalteiler N < G ist nach Proposition 5.2.3 (b) der Vorlesung
1 = GoN/N <« GN/N <...< G,N/N = G/N

eine Subnormalreihe von G/N, deren Subfaktoren Faktorgruppen der Sub-
faktoren G;/G;_; sind. Da die Gruppen G;/G;_; einfach sind, ist jede Fak-
torgruppe davon trivial oder isomorph dazu und daher wieder einfach. Durch
Weglassen der Schritte mit trivialer Faktorgruppe erhalten wir also eine Kom-
positionsreihe von G/N.

Diese Aussage gilt im Allgemeinen nicht. Da jede endliche Gruppe eine Kom-
positionsreihe hat, brauchen wir als Gegenbeispiel eine unendliche Gruppe.
In §5.1 der Vorlesung haben wir gesehen, dass die Gruppe G := PSL(2,Q)
einfach ist; insbesondere besitzt sie also die Kompositionsreihe 1<G. Dagegen
besitzt Z keine Kompositionsreihe. Das Bild des injektiven Homomorphismus

Z — PSL(2,Q), n — (é ’f) ist also ein Gegenbeispiel.
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6. Eine Gruppe G mit der Eigenschaft [G, G| = G heisst perfekt. Zeige fiir alle N<G:
(a) Ist G perfekt, so auch G/N.
(b) Sind N und G/N perfekt, so auch G.
(c) Jede endliche Gruppe ist in einer perfekten Gruppe enthalten.

Lésung: (a) Die Kommutatoren von Elementen in G/N sind genau die Bilder der
Kommutatoren von Elementen in G. Ist G perfekt, so erzeugen die letzteren die
Gruppe G, also die ersteren die Gruppe G/N; daher ist G/N perfekt.

(b) Nach Konstruktion gilt [N, N| < [G,G]; da N perfekt ist, also N < [G,G].
Aus demselben Grund wie in (a) ist nun [G, G]/N = [G/N,G/N]. Da G/N perfekt
ist, ist dieses gleich G/N. Somit ist [G,G] = G, also G perfekt.

(c) Nach Cayley liefert die Operation von G auf sich durch Linkstranslation eine
Einbettung von G in die symmetrische Gruppe S(G) = S|g|. Nach Serie 4, Aufgabe
1 existiert eine weitere Einbettung Siq < Ajgj4+2. Lassen wir die A|gj42 auf den
Ziffern |G| + 3 bis |G| + 5 trivial operieren, so liefert dies eine dritte Einbettung
Aigle2 = Ajgl+s- Wegen |G| +5 > 5 ist nun Ajg;5 nichtabelsch einfach und somit
perfekt. Die Komposition der genannten Einbettungen liefert dann eine Einbettung
G — Ajgl+5 mit der gesuchten Eigenschaft.

7. Beweise oder widerlege:

(a) Jede Gruppe der Ordnung 35 ist abelsch.
(b) Jede Gruppe der Ordnung 55 ist abelsch.
(c) Es existiert eine einfache Gruppe der Ordnung 1365.

Lisung: Fir |G| = 5 -7 implizieren die Sylowsitze | Syl;(G)| = |Syl,(G)| = 1;
somit hat G eine normale 5-Sylowgruppe der Ordnung 5 und eine normale 7-
Sylowgruppe der Ordnung 7, ist also das direkte Produkt dieser beiden und daher
abelsch. Also gilt (a).

Weiter gilt |Fy;| = 10; somit besitzt F}{ ein Element der Ordnung 5, und daher
existiert ein nicht-trivialer Homomorphismus Z5 — Fj;. Das entsprechende se-
midirekte Produkt Z;; x Zs ist dann nicht-abelsch der Ordnung 55, also ist (b)
falsch.

Nehme an, es existierte eine einfache Gruppe G mit |G| = 1365 =3 -5-7 - 13.

Dann folgte aus den Sylowsdtzen |Syl;(G)| = 1 mod 3 und |Syl;(G)| | 455.
Aus der Einfachheit von G erhielten wir ausserdem | Syl;(G)| > 1 und somit ist
| Syls(G)| € {7,13,91}, da dies die einzigen nichttrivialen Teiler von 455 sind, die
Modulo 3 gleich 1 sind.

Genauso folgten | Syl;(G)| € {1,21,91} und |Syl;(G)| = 15 und | Syl;5(G)| = 105.
Jedes nicht-triviale Element in einer p-Sylowgruppe erzeugt jene Gruppe und hat



somit Ordnung p. Sodann giibe es mindestens 27 = 14 Elemente der Ordnung 3,
mindestens 4 - 21 = 84 Elemente der Ordnung 5, genau 6 - 15 = 90 Elemente der
Ordnung 7 und genau 12 * 105 = 1260 Elemente der Ordnung 13.

Also gébe es mindestens 1+ 14 + 84 + 90 + 1260 = 1449 unterschiedliche Elemente,
ein Widerspruch zu |G| = 1365 < 1449.

. Sei G eine Gruppe und P eine p-Sylowuntergruppe von G. Zeige fiir beliebige
Untergruppen H von G:

Normg(P) < H = H = Normg(H).

Losung: Sei H < G eine Untergruppe mit Normg(P) < H. Die Inklusion H <
Normeg(H) gilt bereits nach Konstruktion. Fiir die Umkehrung betrachte ein be-
liebiges x € Normg(H). Wegen P < Normg(P) < H gilt dann

rPr ' <zHz ' = H.

Nun ist |P| = |xPx~!| die maximale p-Potenz in |G/, also a fortiori auch in dessen
Teiler |H|. Somit sind P und xPz~! beides p-Sylowuntergruppen von H. Nach
den Sylowsétzen existiert deshalb ein h € H mit

P = hzPz 'h %

Somit liegt hz in Normg(P), also nach Voraussetzung in H, und es folgt = =
h~'(hx)e H. Daher gilt die umgekehrte Inklusion H > Normg(H).

. Sei G eine nilpotente endliche Gruppe. Zeige:

(a) Jede echte Untergruppe H = G ist echt in ihrem Normalisator Normg(H)
enthalten.

(b) Jede Sylowuntergruppe von G ist normal in G.
(c) Die Gruppe G ist das innere direkte Produkt ihrer Sylowuntergruppen.

Lésung:

(a) Da G nilpotent ist, wird ihre aufsteigende Zentralreihe {1} = Zy < Z; < ...
stationédr mit Z,, = G fiir ein n. Daher existiert ein Index k£ > 0 mit Z, < H
und 7,1 € H. Nach der Definition der aufsteigenden Zentralreihe ist nun
Zys1/Zy das Zentrum von G/Z. Fir alle z € Zp; und h € H kommu-
tieren dann die Nebenklassen 2Zy, hZ, € G/Zy, also gilt zhz"1Z;, = hZ.
Wegen Z;, < H impliziert dies zhz=! € H, und durch Variieren von h € H
folgt zHz"' = H. Da dasselbe auch fiir z~! anstelle von z gilt, folgt sogar
zHz"! = H. Variieren von z zeigt nun, dass Z;; im Normalisator Normg(H )
enthalten ist. Wegen 7.1 < H ist dieser Normalisator also echt grosser als H.
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(b) Sei P eine p-Sylowgruppe von G, und setze H := Normg(P). Nach der obigen
Aufgabe 6 gilt dann Normg(H) = H. Nach (a) folgt daraus H = G somit
ist P normal in G.

(c) Fiir jeden Primteiler von n := |G| sei S, die nach (b) normale p-Sylowgruppe
von G. Fiir je zwel verschiedene Primteiler p und ¢ ist dann |S, n S,| ein
Teiler von |S,| und von |S,| und daher gleich 1. Somit ist S, .S, = 1. Wegen
Sp, < G und S, < G ist nun aber der Kommutator jedes Elements von .S,
mit jedem Element von S, sowohl in S, als auch in S, enthalten. Also muss
dieser Kommutator gleich 1 sein, mit anderen Worten: Jedes Element von .S,
kommutiert mit jedem Element von S,. Daher ist die Abbildung

X Sy = G, (gp)p — ngp

pln P

unabhingig von der Reihenfolge der Multiplikation und ein Homomorphis-
mus. Ausserdem ist ihr Bild N als Produkt von Normalteilern ein Normal-
teiler von G.

Wiére nun N nicht gleich G, so gibe es in G/N ein Element gN von Prim-
zahlordnung p. Die von g erzeugte Untergruppe hat dann eine Ordnung m
mit p|lm. Schreibe m = pfm’ mit p { m’. Dann ist m/ invertierbar modulo
p und folglich auch ¢"' N # 1 in G/N. Nun ist aber gm/ ein Element von
p-Potenzordnung und daher in einer p-Sylowgruppe von G enthalten. Somit
ist g™ € S, < N, und wir haben einen Widerspruch. Also ist N = G und der
obige Homomorphismus surjektiv.

Nach der Definition von p-Sylowgruppen gilt schliesslich [ [, [Sp| = |G|. Da
der Homomorphismus surjektiv ist, muss er folglich schon bijektiv sein, und
alles ist gezeigt.

10. Sei n > 3 ungerade. Finde alle Isomorphieklassen von Gruppen G mit den Eigen-
schaften

(a) |G| =2n und
(b) G enthélt eine zyklische Untergruppe H der Ordnung n.
Hinweis: Zeige, dass G ein semidirektes Produkt von H mit einer Untergruppe C

der Ordnung 2 ist. Beschreibe die moglichen Homomorphismen C' — Aut(H) und
zeige, dass die entsprechenden semidirekten Produkte nicht isomorph sind.

Lisung: Setze X := {x € (Z/nZ)* | 2> = 1}. Dann sind die Homomorphismen
727 — Aut(Z/nZ) = (Z/nZ)* genau die Abbildungen der Form a — z* fiir alle
x € X. Zu jedem solchen x assoziieren wir das semidirekte Produkt

G, = Z/nZ x T.)2Z.



mit der entsprechenden Operation. Dies ist eine Gruppe mit den gewiinschten
Eigenschaften. Wir behaupten, dass jede Gruppe mit den genannten Eigenschaften
isomorph zu G, ist fiir ein eindeutiges = € X.

Sei also G eine Gruppe mit den genannten Eigenschaften. Da |G| = 2n ist mit n
ungerade, hat G nach dem ersten Sylow-Satz eine Untergruppe C' mit |C| = 2. Da
die Ordnungen von H und C teilerfremd sind, gilt H n C' = {1¢}. Die Gruppe H
hat Index 2 in G, also ist sie ein Normalteiler von G, und somit ist HC' < G eine
Untergruppe. Deren Ordnung ist durch 2 und durch n teilbar, also ist sie gleich 2n
und es gilt HC' = G. Daraus folgt, dass G ein inneres semidirektes Produkt von
H mit C ist. Somit ist G =~ H x C' ~ G, fiir ein x € X.

Es bleibt zu zeigen, dass G, % G, ist fiir alle  # /. Dafiir beweisen und verwen-
den wir den folgenden Satz:

Satz: Ist G eine endliche Gruppe der Ordnung nk mit ggT(n,k) = 1, und ist
N <G ein Normalteiler der Ordnung n, so hat G ausser N keine Untergruppe der
Ordnung n.

Beweis: Sei H < G eine beliebige Untergruppe der Ordnung n. Nach dem zweiten
Isomorphiesatz ist dann HN eine Untergruppe von G mit HN/N =~ H/(H n N).
Nach Lagrange ist |H/(H n N)| ein Teiler von |H| = n. Also ist auch |HN/N|
ein Teiler von n. Dies ist aber auch ein Teiler von |G/N| = k. Die Voraussetzung
ggT(n, k) = 1 impliziert also [HN/N| = 1. Somit ist HN = N und H < N, und
aus Kardinalitdtsgriinden deshalb H = N. ]
Betrachte nun z, 2’ € X und einen Isomorphismus f: G, — G,. Das Bild der Un-
tergruppe Z/nZ < G, unter f ist dann eine Untergruppe von G, der Ordnung n,
also nach obigem Satz gleich Z/nZ < G,. Somit induziert f einen Isomorphis-
mus Z/nZ — Z/nZ. Dieser ist gegeben durch a — ka fiir ein k € (Z/nZ)*. Sei
andererseits h das nichttriviale Element von Z/2Z als Element von G, oder G,..
Wegen f(Z/nZ) = Z/nZ gilt dann f(h) = hu fiir ein u € Z/nZ. Fir jedes a € C,
gilt dann “(ka) = ka und somit

in Gy inG

kra = f(za) = f("a) =W f(a) = "(ka) = "(ka) = 2'ka.

Wegen k € (Z/nZ)*, und da a € Z/nZ beliebig ist, folgt daraus x = z’. Also ist
G, =~ G genau dann, wenn x = 2’ ist, wie gewiinscht.

11. Sei p eine Primzahl. Gibt es eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p* ...

(a) mit einem Element der Ordnung p*?

(b) mit einem Element der Ordnung p?, aber ohne ein Element der Ordnung p*?
) mit einem Element der Ordnung p?, aber ohne ein Element der Ordnung p*?
)

(c

(d) ohne ein Element der Ordnung p*?
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Losung:

(a) Nein, denn jedes Element der Ordnung p* erzeugt die ganze Gruppe; diese
ist also zyklisch und daher abelsch.

(b) Ja, ndmlich das semidirekte Produkt (Z/p3Z)x (Z/pZ), bei dem die Operation
von Z/pZ auf Z/p3Z gegeben ist durch den Homomorphismus

Z/pZ — Awt(Z/p°Z) = (Z/p’Z)*, [a] — [1 + ap’].

Man rechnet direkt nach, dass dies ein nicht-trivialer Homomorphismus ist.
Also ist das semidirekte Produkt nicht-abelsch und besitzt ein Element der
Ordnung p® und wegen (a) keines der Ordnung p*.

(c) Ja: In der Vorlesung haben wir gesehen, dass es eine nicht-abelsche Gruppe G
der Ordnung p? gibt mit einem Element der Ordnung p? und ohne ein Element
der Ordnung p*. Dann hat die Gruppe G x Z, die gesuchten Eigenschaften.

(d) Fiir p ungerade haben wir in der Vorlesung gesehen, dass es eine nicht-
abelsche Gruppe G der Ordnung p? gibt ohne ein Element der Ordnung p?.
Dann hat die Gruppe G x Z, die gesuchten Eigenschaften. Fiir p = 2 hétte
eine solche Gruppe aber den Exponenten 2 und wére folglich abelsch nach
Proposition 1.4.11 der Vorlesung. Die Antwort lautet daher ja fiir p ungerade
und nein fiir p = 2.

12. Gibt es eine nicht-abelsche endliche Gruppe der Ordnung 15, 25, 35, 45, 55, 65,
75, 85, beziehungsweise 957

Léosung: Nach der Losung der Aufgabe 3 von Serie 18 existiert fiir je zwei Prim-
zahlen p < ¢ eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung pq genau dann, wenn
¢ = 1 mod p ist. Daher existiert eine der Ordnung 5 - 11, aber keine der Ordnung
3-5oder 5-7oder 5-13 oder 5-17 oder 5 - 19.

Weiter existiert keine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p? fiir eine Primzahl p,
also auch keine der Ordnung 52.

Fiir |G| = 45 = 32:5 folgt aus den Sylowsiitzen, dass die Anzahl der 3-Sylowgruppen
und die Anzahl der 5-Sylowsétzen gleich 1 ist. Ausserdem sind diese Untergruppen
als Gruppen der Ordnung 3? beziehungsweise 5 abelsch. Somit ist G das direkte
Produkt dieser abelschen Gruppen und daher abelsch.

Schliesslich ist | Aut(F%)| = | GLy(F5)| = (5% — 1) - (52 — 5) = 24 - 20 ein Vielfaches
von 3. Daher besitzt Aut(F%) ein Element der Ordnung 3, und somit existiert ein
nicht-trivialer Homomorphismus Z3 — Aut(F%). Das mit der zugehérigen Operati-
on von Z3 auf F? gebildete semidirekte Produkt F2 x Z3 ist daher eine nicht-abelsche
Gruppe der Ordnung 3 - 5% = 75.

Insgesamt existiert also eine nicht-abelsche endliche Gruppe der Ordnung 55 be-
ziehungsweise 75, aber keine fiir die iibrigen Ordnungen.



13.

14.

Der Satz von Wilson besagt, dass fiir jede Primzahl p gilt (p — 1)! = —1 mod (p).
Beweise dies vermittels einer Rechnung in F.

Lésung: Fir p = 2 ist die Aussage offensichtlich. Sei also p ungerade. Dann ist F;
eine zyklische Gruppe gerader Ordnung p — 1. Darin sind 1 und —1 gleich ihrem
Inversen, und alle {ibrigen Elemente tauchen als Paare mit ihren Inversen auf. Das

Produkt iiber alle Elemente von IF; ist folglich gleich 1 (— ) mal ein Produkt von

gewissen o - a~ !, also insgesamt glelch —1. Somit gilt Hp . © = —1 modulo (p).

Zeige: Fiir jede Primpotenz p" > 3 ist

(Z/p"Z)*

lle

Zp—1 X -1 im Fall p > 2,
{ Zy X Zyn— im Fall p =2 und n > 2

Lésung: Zuerst sei p > 2. Dann ist (Z/p"Z)* eine abelsche Gruppe der Ordnung
o(p") = (p—1)p"'. Dap—1 und p" ! zueinander teilerfremd sind, ist sie also das
direkte Produkt einer abelschen Gruppe G der Ordnung p — 1 mit einer abelschen
Gruppe H der Ordnung p"~!. Andererseits haben wir einen natiirlichen surjektiven
Homomorphismus

7 (Z/p"Z)" — (Z/pZ)*, a+ p"Z — a+ pZ.

Dessen Zielbereich ) ist eine zyklische Grupe der Ordnung p—1. Somit ist Kern(r)
eine Untergruppe der Ordnung p"~! und daher gleich H. Ausserdem bildet 7 den
anderen Faktor G isomorph auf " ab; daher ist G = Z, ;.

Nun untersuchen wir H. Fiir n = 1 ist H = 1 und nichts zu zeigen; sei also n > 2.
Betrachte eine ganze Zahl der Form a = 1 + p’b mit ¢ > 1 und p ¢ b. Dann ist

a? = (1+p'b)P Zp]()

Fiir jedes 0 < j < p ist p](j) und 45 = ¢ + 1 und folglich ( ) il = 0 mod (p'+2).
Wegen p > 2 ist ausserdem (g) PhP = 0 mod (p**?). Somit ist

a’ = 1+p™b mod (p'?).

Fiir jedes 1 # a € 1 + pZ ist also ord,(a”? — 1) = ord,(a — 1) 4+ 1. Durch Induktion

folgt daraus ord,(a?” — 1) = ord,(a — 1) + r fiir alle r > 0. Fiir @ = 1 + p und

r = n — 2 gilt also insbesondere ord,(a”"~ —1) = ord,(a —1) +n—2 =n —1 und

somit a”" "~ # 1 mod (p"). Die Restklasse a von a ist damit ein Element von H

mit @ # 1. Da H die Ordnung p"* hat, ist @ somit ein Element der Ordnung
n—1

p"~! und erzeugt H. Insbesondere ist H zyklisch der Ordnung p"~! und wir sind
fertig im Fall p > 2.



15.

Im Fall p = 2 nehmen wir n > 2 an und betrachten den natiirlichen surjektiven
Homomorphismus

7 (Z)2° D) = (ZJAZ)*, a+ 27 — a + 4Z.

Dessen Kern H ist die Untergruppe aller Restklassen in 1 4+ 4Z und hat Ordnung
2"=2. Ausserdem bildet 7 die Untergruppe {£1} isomorph auf (Z/4Z)* ab; somit
ist (Z/2"7Z)* ~ {+1} x H.

Um H zu untersuchen, betrachte eine ganze Zahl der Form a = 1 + 2°b mit ¢ > 2
und 21 b. Dann ist

a> = (1+20)? = 142"+ 2% = 1+ 2" mod (2'1?)

wegen i > 2. Wie oben folgt daraus ords(a? — 1) = ordy(a — 1) + 7 fiir alle
l#a€el+4Zund r > 0. Fiir a = 1 + 4 und r = n — 3 gilt also insbesondere
ordy(a?"” —1) = ordy(a — 1) + n — 3 = n — 1 und somit a®" " % 1 mod (2"). Die
Restklasse @ von a ist damit ein Element von H mit a2"° # 1. Da H die Ordnung
2"=2 hat, ist @ somit ein Element der Ordnung 2”2 und erzeugt H. Insbesondere
ist H zyklisch der Ordnung 2”2 und wir sind fertig im Fall p > 2.

Zeige: Fiir endliche Korper k und /¢ existiert ein Homomorphismus k£ — ¢ genau
dann, wenn |¢| eine Potenz von |k| ist.

Losung: Wenn ein Homomorphismus k& — /¢ existiert, macht dieser £ zu einem end-
lich dimensionalen k-Vektorraum. Ist dessen Dimension n, so ist £ als k-Vektorraum
isomorph zu k™; also folgt |[¢| = |k"| = |k|™.

Sei umgekehrt |¢| = |k|", und sei p := char(k). Laut Satz 6.7.1 der Vorlesung

ist k ein Zerfallungskorper des Polynoms X*I — X iiber F,. Analog ist ¢ ein
Zerfallungskorper des Polynoms X — X = X k" — X {iber F,. Aber

XEm—x (XIH=T Mt 1
XK —Xx — XWk-1_1

ist eine endliche geometrische Summe, also ein Polynom; folglich ist X!* — X ein
Teiler von X*" — X . Damit enthélt ¢ einen Zerfallungskorper von X *1— X iiber F,,
und da Zerfallungskorper eindeutig bis auf Isomorphie sind, ist dieser Unterkorper
isomorph zu k. Dieser Isomorphismus liefert den gesuchten Homomorphismus.

Aliter: Sei ¢ ein algebraischer Abschluss von ¢. Da k/F, algebraisch ist, existiert
eine Einbettung k < ¢; ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei also k < /.
Da |k| eine Potenz von p ist, ist Froby ein Kérperautomorphismus von 0, und k
sein Fixkorper. Aus dem gleichen Grund ist ¢ der Fixkérper von Frob, in 0. Im
Fall |¢] = [k|" ist aber Frobjy = Frobj,; also wird jedes von Froby festgelassene

Element von £ auch von Froby festgelassen. Somit gilt k < /.
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16.

17.

18.

19.

Zeige: Jede Korpererweiterung von Q vom Transzendenzgrad < |R| ist isomorph
zu einem Unterkorper von C.

Lisung: Sei K /Q eine Korpererweiterung vom Transzendenzgrad < |R| mit Trans-
zendenzbasis {x;}.e;. Sei andererseits {y;};e; eine Transzendenzbasis von R/Q.
Nach Beispiel 6.1.9 der Vorlesung ist dann |J| = |R|; also existiert eine injektive
Abbildung x: I — J. Aufgrund der universellen Eigenschaft des Polynomrings
existiert ein eindeutiger Ringhomomorphismus ¢: Q[{z;}icr] — R mit 2; — y, ()
fir alle ¢ € I. Da « injektiv ist, sind die y, ;) algebraisch unabhingig iiber Q und
folglich ist ¢ injektiv. Es setzt sich somit fort zu einem eindeutigen Kérperhomo-
morphismus ¢: Q({x;}icr) — R. Da K/Q({z;}icr) algebraisch und C algebraisch
abgeschlossen ist, ldsst sich dieser nach Satz 6.2.8 der Vorlesung zu einem Homo-
morphismus K — C fortsetzen. Dieser ist ein Isomorphismus von K auf einen
Unterkorper von C.

Finde alle Kérperhomomorphismen K := Q(4/2,¢% ) — C. Ist K/Q normal?

Lésung: Nach dem Eisensteinkriterium mit p = 2 ist das Polynom X* — 2 irre-
duzibel iiber Q und daher [Q(v/2)/Q] = 4. Wegen e = */75 + z\/?ﬁ = (v2)?-
gilt weiter K := Q(+v/2,e7) = Q(v/2,i). Wegen Q(v/2) = R 3 i ist ausserdem
[K/Q(v/2)] = 2 und somit [K/Q] = 8. Da C algebraisch abgeschlossen ist, folgt
daraus | Hom(Q(~v/2,1),C)| = 8.

Die Minimalpolynome von /2 und i iiber Q sind respektive X* — 2 und X? + 1.
Jeder Korperhomomorphismus K — C muss +/2 und i auf Nullstellen dieser je-
weiligen Minimalpolynome abbilden. Fiir +/2 gibt es dafiir die 4 Moglichkeiten
++/2 und +i+/2, und fiir ¢ die 2 Moglichkeiten +i. Insgesamt ergibt dies 4 -2 = 8
Mbglichkeiten. Wegen | Hom(Q(+/2,1),C)| = 8 muss jede dieser Moglichkeiten ei-
nem Homomorphismus K — C entsprechen.

Schliesslich ist K = Q(v/2,1) = K(++v/2, £iv/2) ein Zerfillungskorper des Poly-
noms X* — 2 iiber Q und daher normal iiber Q.

Wann ist eine Korpererweiterung vom Grad 2 inseparabel?

Lisung: Jede Korpererweiterung vom Grad 2 hat die Form L = K(a)/K fiir ein
Element a mit einem Minimalpolynom der Form X2 + bX + ¢ iiber K. Ein solches
irreduzibles Polynom ist genau dann inseparabel, wenn char(K) = 2 und b = 0
ist. Also ist eine Korpererweiterung vom Grad 2 genau dann inseparabel, wenn sie
eine Radikalerweiterung vom Grad 2 eines Korpers der Charakteristik 2 ist.

Sei H die Gruppe aller Automorphismen von C(X) der Form f(X) — f(X + a)
fiir alle a € C. Bestimme den Fixkorper C(X)#.
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20.

21.

Lésung: Betrachte ein Element f € C(X)? \ {0} und schreibe es in der Form
f = g/h fiir teilerfremde g, h € C[X] \ {0}. Fiir jedes a gilt dann

9(X) _9(X+a)

h(X)  h(X +a)

Da auch g(X +a) und h(X +a) teilerfremd sind, ist dies nur moglich mit g(X +a) =
Ag(X) fiir ein A € C*. Vergleich der hochsten Koeffizienten impliziert dann A = 1.
Also gilt g(X + a) = g(X). Fiir jede Nullstelle z € C von ¢ ist dann auch z + a
eine Nullstelle. Da a beliebig ist, aber ¢ nur endlich viele Nullstellen haben kann,
ist dies nur moglich, wenn ¢ konstant ist. Dasselbe Argument fiir h zeigt, dass h
und folglich auch f konstant ist. Umgekehrt sind alle Konstanten in C offenbar
invariant unter H. Folglich ist der Fixkorper C(X)# = C.

Aliter: Wére der Fixkorper nicht C, so enthielte er ein transzendentes Element,
und C(X) wire endlich dariiber. Dann wire aber [H| < |Autex)u(C(X))| <
[C(X)/C(X)"] < oo. Widerspruch.

Finde ein primitives Element eines Zerfillungskorpers des Polynoms X3 —7 {iber Q.

Lésung: Das Polynom hat die drei verschiedenen Nullstellen a := +/7 sowie (a und
C%a fiir ¢ = _HT\/& und ist daher separabel. Egal, was seine Galoisgruppe genau
ist (man sieht unschwer, dass dies die S3 ist), operiert jedes Element o davon
durch Vertauschung dieser Nullstellen, also durch o(a) = ("a und o(¢) = ¢* fiir
r€{0,1,2} und s € {1,2}. Wird nun a+( von o festgelassen, so gilt ("a+(* = a+(
und folglich (¢" — 1)a = ¢ — ¢*. Im Fall s = 1 folgt daraus (" — 1 = 0 und folglich
r = 0 und daher ¢ = id. Im Fall s = 2 ist dagegen | — ¢*| = v/3 # 0 und
daher (" — 1 # 0. Dann ist aber auch |[(" — 1| = /3 und es folgt |a| = 1, im
Widerspruch zu a = /7. Somit wird das Element a + ¢ von keinem nichttrivialen
Element der Galoisgruppe festgelassen, liegt also in keinem echten Unterkorper
des Zerfallungskorpers, und ist daher ein primitives Element.

Beschreibe, wie man ein primitives Element eines Zerfiallungskorpers eines belie-
bigen Polynoms f vom Grad 3 iiber K findet.

Lisung: Sei K ein algebraischer Abschluss von K. Hat f eine dreifache Nullstel-
le in K, so erzeugt diese bereits einen Zerfallungskorper, ist also ein primitives
Element.

Hat f zwei Nullstellen a,b € K der Vielfachheiten 2 und 1, so geschieht Folgendes:
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit ist f normiert, also gleich (X —a)?(X —b).
Seine Ableitung ist dann f' = 2(X —a)(X —b) + (X —a)?. Im Fall char(K) = 2 ist
also f' = (X — a)? und daher ggT(f, f’) = (X — a)?. Dieser grosste gemeinsame
Teiler liegt schon in K[X]; also erzeugt a hochstens eine quadratische Erweite-
rung von K, und die letzte Nullstelle liegt bereits in K. In diesem Fall ist a ein
primitives Element. Im Fall char(K') # 2 ist a nur eine einfache Nullstelle von f’
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22.

und f’(b) # 0, somit ist ggT(f, f') = X — a. Da dieser grosste gemeinsame Teiler
schon in K[X] liegt, liegt also a bereits in K, und dasselbe folgt auch fiir b. Also
ist K schon selbst ein Zerfallungskorper von f iiber K und jedes Element ist ein
primitives Element.

Es bleibt der Fall, dass f separabel ist. Wenn es iiber K in Linearfaktoren zerfallt,
so ist K schon selbst ein Zerfallungskorper iiber K und jedes Element ist ein
primitives Element. Zerféllt f in einen linearen und einen quadratischen Faktor,
so erzeugt jede Nullstelle des quadratischen Faktors einen Zerfallungskorper und
ist daher ein primitives Element.

Es verbleibt der Fall, dass f separabel und irreduzibel ist. Dann operiert die Ga-
loisgruppe transitiv auf den 3 Nullstellen und entspricht daher der Az oder der Sj.
Im ersteren Fall erzeugt jede Nullstelle schon eine Kérpererweiterung vom Grad
3 = |A3| und damit einen Zerféllungskorper, ist also ein primitives Element.

Zuletzt sei f separabel mit der Galoisgruppe Ss und den Nullstellen ay, as, as € K.
Dann ist K(ay,az) ein Zerfdllungskorper. Da die Galoisgruppe nicht-abelsch ist,
kann K kein endlicher Korper sein. Nach dem Beweis des Satzes vom primitiven
Element existiert also ein primitives Element der Form a; + bas fiir ein b € K. Ge-
nauer ist dies dann und nur dann ein primitives Element, wenn a; +basy verschieden
von seinen echten Konjugierten ist, also von a,1 + bass fiir alle o # id. Da keine
Nullstelle in K liegt, sind insbesondere alle a; # 0. Da sie ausserdem alle verschie-
den sind, ist die Gleichung a,1 + ba,e = aq + bas fiir o # id nur moglich mit o1 # 1
und 02 # 2. Fiir 0 = (1 2) ist die Gleichung dquivalent zu as + ba; = a; + bas und
somit zu (b — 1)(ay — ay) = 0, was schon durch b # 1 ausgeschlossen werden kann.
Wir miissen also nur noch die Permutationen (1 2 3) und (3 2 1) betrachten. Da
jede davon das Quadrat der anderen ist, geniigt es, eine davon zu nehmen. Wir
miissen also nur noch vermeiden, dass as + bag = a; + bas ist. Dies ist dquivalent
zu b(az — ag) = a; — ay. Wire dies nun so, so wére auch b(a,3 — ay2) = Ap1 — Ugo
fiir jedes 0 € S3. Durch Multiplizieren all dieser Gleichungen erhielten wir dann
boe = ¢ fiir ¢ := [, j(ai —aj) # 0. Dies kénnen wir aber einfach ausschliessen,
indem wir b° # 1 nehmen. Insgesamt zeigt dies, dass a; + bas fiir jedes b € K mit
b% # 1 ein primitives Element des Zerfillungskorpers ist.

Zeige: Eine algebraische Korpererweiterung L/K ist dann und nur dann galoissch,
wenn der Fixkorper von L unter der Gruppe Autg (L) gleich K ist.

Losung: Zuerst sei L/K galoissch. Fixiere a € L ~ K und betrachte sein Mini-
malpolynom f iiber K. Da L/K normal ist, enthélt L einen Zerfillungskorper
L’ von f iiber K. Als Zwischenkorper der separablen Erweiterung L/K ist auch
dieser separabel iiber K; also ist er normal und separabel und daher galoissch
iitber K. Nach der Galoiskorrespondenz fiir endliche Galoiserweiterungen ist der
Fixkorper von L' unter Autg(L’) daher gleich K. Wegen a € L' \ K existiert also
ein 0 € Autg(L') mit o(a) # a. Sei nun L ein algebraischer Abschluss von L. Da
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23.

L/L’ algebraisch ist, besitzt o: L' — L’ eine Fortsetzung zu einem Koérperhomo-
morphismus 6: L — L iiber K. Da L/K normal ist, gilt dann aber (L) = L.
Somit ist & € Autg (L) mit 6(a) # a. Durch Variieren von a zeigt dies, dass der
Fixkorper von L unter der Gruppe Autg (L) in K enthalten ist. Da er umgekehrt
K enthalt, ist damit die Richtung ,,nur dann, wenn“ gezeigt.

Nun nehmen wir umgekehrt an, dass der Fixkorper von L unter der Gruppe
Autg (L) gleich K ist. Fixiere a € L und betrachte sein Minimalpolynom f iiber K.
Fiir jedes 0 € Autg(L) ist dann o(a) wieder eine Nullstelle von f. Somit ist
A:={o(a) | o0 € Autg(L)} eine endliche Menge. Betrachte das Polynom

g(X) = [[(X—a) e LIX].
a’eA

Dann gilt o(g) = g fir alle 0 € Autg(L); aus der Annahme folgt daher g €
K[X]. Nach Konstruktion gilt nun aber g|f in L[X]; und somit gilt dies auch in
K[X]. Da f irreduzibel ist und deg(g) > 0 ist und beide Polynome normiert sind,
folgt daraus f = ¢g. Da g nach Konstruktion separabel ist, ist daher a separabel
tiber K. Ausserdem zerféllt g in L[X] in Linearfaktoren, also enthilt L einen
Zerfallungskorper des Minimalpolynoms von a {iber K. Da a € L beliebig war, ist
damit L/K separabel und normal und daher galoissch, und die Richtung , wenn*
ist gezeigt.

Zeige: Sind L/K und L'/K endliche Galoiserweiterungen von teilerfremdem Grad,
so ist LL'/K endlich galoissch mit einem natiirlichen Isomorphismus

Gal(LL'/K) =~ Gal(L/K) x Gal(L'/K).

Lésung: Da L/K und L'/K endlich sind, ist auch LL'/K endlich. Da L/K und
L'/ K galoissch sind, ist jedes Element von Lu L’ separabel iiber K und LL" enthélt
einen Zerfallungskorper seines Minimalpolynoms iiber K. Da LL' von L u L' {iber
K erzeugt ist, ist diese Erweiterung separabel nach Proposition 6.8.5 und normal
nach Proposition 6.10.1 der Vorlesung. Somit ist LL'/K endlich und galoissch. Da
die Zwischenkorper L und L’ selbst galoissch iiber Q sind, sind sie invariant unter
Gal(LL'/K); somit erhalten wir einen natiirlichen Homomorphismus

Gal(LL'/K) — Gal(L/K) x Gal(L'/K), o+ (o|L,o|L’).

Jedes Element von dessem Kern operiert trivial auf L u L’ und daher auch auf LL'
und ist somit trivial. Also ist der Homomorphismus injektiv. Ausserdem ist die
Projektion auf jeden Faktor surjektiv nach Teil (e) des Hauptsatzes der Galois-
theorie. Daher ist die Ordnung von Gal(LL'/K) ein Vielfaches der Ordnung von
Gal(L/K) und der Ordnung von Gal(L'/K). Nach Voraussetzung sind diese aber
teilerfremd; somit ist | Gal(LL'/K)| ein Vielfaches von | Gal(L/K) x Gal(L'/K)|.
Da der Homomorphismus schon injektiv ist, ist er daher bijektiv und somit ein
Isomorphismus.
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24.

25.

Zeige oder widerlege: Es existiert eine Korpererweiterung mit genau 50’000 echten
Zwischenkorpern.

Lésung: Fiir jede natiirliche Zahl n existiert eine zyklische Korpererweiterung vom
Grad n, zum Beispiel eine Erweiterung F,»/F, vom Grad n fiir p prim, oder die
Erweiterung C(X)/C(X™). Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist die Anzahl
der Zwischenkorper dann gleich der Anzahl der Untergruppen einer zyklischen
Gruppe der Ordnung n, also gleich der Anzahl der Teiler von n. Fiir die echten
Zwischenkdrper sind die Teiler 1 und n wegzulassen, also suchen wir eine ganze
Zahl n > 1 mit genau 50'002 Teilern. Ein Beispiel hierfiir ist n = 599" fiir
eine Primzahl 7, oder k& = r1727%% fiir Primzahlen 7,7y, oder k = r 73%ri%0 fiir
Primzahlen rq, ro, r3.

Bestimme die Galoisgruppen der folgenden Polynome iiber Q:

(a) X3 —2X +1,
(b) X3+ X +1,

(c) X3 —6X +1,
(d) X3 —12X +8.

Losung:

(a) Die Faktorisierung X3 —2X +1 = (X — 1)(X? + X — 1) zeigt, dass das
Polynom eine rationale Nullstelle und zwei nichtrationale Nullstellen #5
hat. Somit hat ein Zerfallungskorper den Grad 2 iiber Q und die Galoisgruppe

ist zyklisch der Ordnung 2.

(b) Jede rationale Nullstelle des Polynoms X?+ X +1 muss ein ganzzahliger Teiler
des konstanten Koeffizienten sein. Da aber +1 keine Nullstellen sind, besitzt
das Polynom keine rationale Nullstelle, und da es den Grad 3 hat, ist es somit
irreduzibel iiber Q und damit insbesondere separabel. Ausserdem erkennen
wir am Graphen der Funktion R — R, x — 2® + 2 + 1, dass das Polynom nur
eine reelle Nullstelle hat. Diese Nullstelle erzeugt also einen Stammkorper des
Polynoms vom Grad 3 iiber QQ, und die beiden iibrigen Nullstellen erfordern
eine weitere Erweiterung vom Grad 2. Der Zerféallungskérper hat somit den
Grad 6 = |S3| tiber Q und seine Galoisgruppe ist die Ss.

(c) Jede rationale Nullstelle des Polynoms X3 — 6X + 1 muss ein ganzzahliger
Teiler des konstanten Koeffizienten sein. Da aber +1 keine Nullstellen sind,
besitzt das Polynom keine rationale Nullstelle, und da es den Grad 3 hat, ist
es somit irreduzibel iiber Q und damit insbesondere separabel. Seine Galois-
gruppe operiert also transitiv auf den drei Nullstellen und muss daher gleich
Az oder S5 sein. Schliesslich hat das Polynom die Diskriminante 837. Da diese
kein Quadrat in Q ist, ist die Galoisgruppe nach Beispiel 7.5.1 der Vorlesung
nicht in Az enthalten, muss also gleich S sein.
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(d) Jede rationale Nullstelle des Polynoms X?3—12X +8 muss ein ganzzahliger Tei-
ler des konstanten Koeffizienten sein. Wir rechnen nach, dass +1, +2, +4, +8
alle keine Nullstellen sind. Also besitzt das Polynom keine rationale Null-
stelle, und da es den Grad 3 hat, ist es somit irreduzibel iiber Q und damit
insbesondere separabel. Seine Galoisgruppe operiert also transitiv auf den
drei Nullstellen und muss daher gleich As oder S5 sein. Schliesslich hat das
Polynom die Diskriminante 5184 = 722. Da diese ein Quadrat in Q ist, ist
die Galoisgruppe nach Beispiel 7.5.1 der Vorlesung in A3 enthalten, muss also
gleich Az sein.

26. Sei L ein Zerfallungskorper des Polynoms X6 — 5 iiber Q. Bestimme alle Zwi-
schenkorper von L/Q mitsamt Inklusionen sowie, falls sie galoissch iiber Q sind,
deren Galoisgruppen iiber Q.

Léosung: Da C algebraisch abgeschlossen ist, kénnen wir L als in C eingebettet
annehmen. Sei a die positive reelle sechste Wurzel aus 5. Sei ( eine primitive
dritte Einheitswurzel in C. Fiir 1 <4 < 6 sei a; := a - (—¢)""'. Dann ist af — 5 =
a®- (—¢)%%—5 =0, also sind ay, . . . , ag gerade die sechs verschiedenen Nullstellen
von X% — 5. Somit ist L = Q(ay,...,a5) = Q(a,¢), und wegen a; = a und
e (=0 _ ¢ ist sogar L = Q(a, ().

Fir 1 < i < 6 ist [Q(a;)/Q] = 6, da X® — 5 nach dem Eisenstein-Kriterium
mit p = 5 irreduzibel ist. Wegen Q(a) < R und ¢ ¢ R ist zudem L # Q(a).
Da ¢ = %‘73 bereits eine quadratische Gleichung {iber Q 16st, folgt daraus

[L/Q(a)] = 2 und somit [L/Q] = [L/Q(a)] - [Q(a)/Q] = 12. Insbesondere hat
auch Gal(L/Q) die Ordnung 12.

Wir fassen im Folgenden Gal(L/Q) durch die durch a; — i induzierte Einbettung
als Untergruppe von Sg auf.

Da L/Q normal ist, ist die Einschriankung o der komplexen Konjugation auf L ein
Element von Gal(L/Q). Konkret entspricht ¢ der Permutation (26)(35).

Da X% — 5 irreduzibel ist, operiert Gal(L/Q) transitiv auf dessen Nullstellen; es
existiert also ein p € Gal(L/Q) mit p(a;) = as. Wegen o(a;) = a; gilt auch
(po)(a1) = as. Da o die beiden Nullstellen ¢ und ¢? des irreduziblen Polynoms
X?% 4+ X + 1 vertauscht und p sie als Q-Homomorphismus vertauscht oder festlisst,
konnen wir also (nachdem wir allenfalls p durch po ersetzen) ohne Beschrankung
der Allgemeinheit annehmen, dass p(¢) = ¢ ist. Dann ist p(a;) = p(a- (=¢)") =
a-(—¢)’, also hat p die Darstellung (123456).

Die Rechnung opo~! = (26)(35)(123456)(26)(35) = (654321) = p~! zeigt
nun, dass die von p und o erzeugte Untergruppe eine Surjektion auf Dg besitzt,
also mindestens Ordnung 12 hat. Wegen |Dg| = 12 = |Gal(L/Q)| = |{p, 0)| folgt
dann aber schon Gal(L/Q) = {p,0) = Ds.
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Wir machen nun eine Aufstellung aller Untergruppen von Gal(L/Q) = Dg (die
detaillierte Uberpriifung iiberlassen wir dem Leser); normale Untergruppen sind
unterstrichen:

{id}

/\\\/

{p) {o,p*) {op,p*)

_

Gal(L/Q)

Daraus folgern wir die Aufstellung aller Zwischenkorper. Die Galois-Korrespon-
denz ordnet einer Untergruppe H < Gal(L/Q) den Fixkérper L mit dem Erwei-
terungsgrad [L7 /Q] = G/ _ 12 ;.

] E
Lid = L.

LCaL/O) —

Es ist o(a) = a, also Q(a) = L. Zudem ist [Q(a)/Q] = 6 = %, also

L{ = Q(a).

Analog ist (op?)(aC?) = aC?, also Q(a¢?) < L?”. Zudem ist [Q(ac?)/Q] =

6 = ﬁ, also L") = Q(a¢?).

Analog ist (op*)(a¢) = a(, also Q(a¢) c LY. Zudem ist [Q(al)/Q] = 6 =

|<01—54>\’ also L{oPY) = Q(a().

Es ist o(a?) = p?(a?) = a2, also Q(a?) L"), Zudem ist a? eine Nullstelle
des iiber Q irreduziblen Polynoms X3 — 5, also [Q(a?)/Q| = 3 = ﬁ und
somit L = Q(a?).

Analog ist (6p2)(a%¢) = p*(a2C) = a2¢, also Q(a2¢) < L7 #% . Zudem ist a*¢
eine Nullstelle des iiber Q irreduziblen Polynoms X3 — 5, also [Q(a?¢)/Q] =

3 = oy und somit L7 = Q(a%().
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e Analog ist (op")(a?C?) = p*(aC?) = a?C%, also Q(a*¢?) < LY. Zu-
dem ist a?¢? eine Nullstelle des iiber Q irreduziblen Polynoms X? — 5, also
[Q(GQCQ)/@] =3 = \<0p142,p3>\ und somit L") = Q(GZCQ)'

e Bs ist p(¢) = ¢, also Q(¢) = L. Zudem ist [Q(¢)/Q] = 2 = %, also
Q) = L.

o Esist o(a?) = p2(a®) = a3, also Q(a®) © L. Zudem ist a® eine Nullstelle
des iiber Q irreduziblen Polynoms X? — 5, also ist [Q(a®)/Q] = 2 = ﬁ
und somit Q(a?) = Lo,

e Esist p?(a®) = a® undp (¢) = ¢, also Q(a
ist [Q(a”, ()/Q] = [Q(a®, ()/Q(a?)][Q(a)/Q
und somit L = Q(a?, C).

e Analog ist p*(a®) = a® und p*(¢) = ¢, also Q(a?,¢) < LY. Wegen ¢ ¢
Q(a?) = Rist [Q(a?, €)/Q] = [Q(a?, ()/Q(a*)][Q(a 2)/Q] = 6, also [Q(a?, ¢)/Q] =
% und somit L = Q(a?, ().

e Es gilt (0p%)(al) = —aC? und somit (op?)(a(¢ — ¢%)) = a( — ¢?) wegen
(op*)? = idy; also ist Q(a(¢ —¢2)) c LY. Zudem ist a(¢ —(?) eine Nullstelle

des Polynoms X°+135, und dieses ist irreduzibel iiber Q nach dem Eisenstein—

kriterium beziiglich der Primzahl 5. Also ist [Q(a(¢ — ¢?))/Q] = 6 = |<Up3>|
und somit L7 = Q(a(¢ — ¢2)).

e Analog gilt (0p°)(a) = —al und somit (op°)(a(l —¢)) = a(l — ¢) wegen
(0p°)2 = idy; also ist Q(a(1—()) < LoP™. Zudem ist a(1— ) elne Nullstelle
des Polynoms X% + 135. Also ist [Q(a(1 —())/Q] = 6 = | <Gp5>| und somit
L = Q(a(1 = ¢)).

e Analog gilt (op)(a) = —a¢? und somit (op)(a(l — ¢?)) = a(l — ¢?) wegen
(op)? = idy; also ist Q(a(1 —¢?)) = L”. Zudem ist a(1 — (?) eine Nullstelle
des Polynoms X° + 135. Also ist [Q(a(l — ¢%))/Q] = 6 = 1% p>| und somit
L = Qa1 ~ ¢?).

e Esist [P = [ A [ = Q(a ,g) Qa(l —¢?)) = (a(l — ¢?)® =
3a3(¢ — ¢2). Wegen [LP#® Q] = Zorary) = 2 und @*(( = ¢?) ¢ Q < R gilt
also LP# = Q(a*(¢ — ¢%)).

Bemerkung: An einigen Stellen hétte man auch ausnutzen konnen, dass mehrere
der Untergruppen von Gal(L/Q) zu einander konjugiert sind. Sind ndmlich zwei
Untergruppen H, H' unter ¢ konjugiert, so ist L' = p(L7).

8.¢) < L. Wegen (¢ Qa ) < R
/Q] = 4, also [Q(a*,()/Q] = 3
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27.

Insgesamt ergibt sich die folgende Aufstellung:

Dabei ist ein Zwischenkorper unterstrichen, wenn die entsprechende Untergruppe
von Gal(L/Q) normal ist. Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist das genau
dann der Fall, wenn der Zwischenkorper galoissch iiber Q ist, und dann gilt weiter
Gal(L" /Q) =~ Gal(L/Q)/H. Daraus ergeben sich die folgenden Galoisgruppen:

Gal(Q(a?,¢)/Q) = Ds,
Gal(Q(a®,¢)/Q) = (Z/2Z)*
Gal(Q(a*)/Q) = Gal(Q(¢)/Q) = Gal(Q(a’(¢ —¢?))/Q) = Z/2Z.

Finde fiir jede Primzahl p ein irreduzibles Polynom f € Q[X] vom Grad p mit der
Galoisgruppe Sp.

Losung: Nach Aufgabe 1 von Serie 28 geniigt es, dass f irreduzibel ist und genau
zwei nicht reelle Nullstellen hat. Wir konstruieren ein solches Polynom, indem wir
mit einem geeigneten Polynom vom Grad p beginnen, welches genau zwei nichtre-
elle Nullstellen hat, und seine Koeffizienten nur wenig abéndern, so dass diese
Eigenschaft erhalten bleibt und das Polynom irreduzibel {iber Q wird. Die Irre-
duzibilitdt garantieren wir mit dem Eisensteinkriterium bei irgendeiner Primzahl,
zum Beispiel bei 2.

Fiir jedes t € R setzen wir

p—2

fi(@) H«T—J

j=1
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28.

29.

Behauptung: Es existiert ein € > 0, sodass f; fiir jedes ¢ mit || < € in C genau
p — 2 verschiedene reelle, sowie 2 komplex konjugierte nicht-reelle Nullstellen hat.

Beweis: Das Polynom fy hat die komplexen Nullstellen z;, :=k fiir 1 < k < p— 2,
sowie z, 1,2z, := *i. Betrachte die Kreisscheiben Gy := {z € C | |z — %] < 3}
und setze G := | J;_, Gk. Da dG keine Nullstelle von f, enthélt und f; eine stetige
Funktion darstellt, ist € := min,eoq | fo(2)| > 0. Fiir jedes t € R mit [t| < ¢ und
jedes 1 < k < p gilt nun

Vz e oGy - |fi(z) = fo(R)l < [fi(2)] + | fo(2)]-

Nach dem Satz von Rouché haben f; und f; nun gleich viele Nullstellen in Gy,
also genau eine. Die beiden Nullstellen von f; in G,_; und G, sind nicht-reell und
komplex konjugiert. Die Nullstellen von f; in Gy,...,G,_2 sind alle reell; wére
ndmlich z € Gy eine nicht-reelle Nullstelle von f;, so miisste dies auch fiir Z € Gy,
gelten, im Widerspruch dazu, dass f; genau eine Nullstelle in G hat. ]

Sei nun € wie oben, wihle k € Z>° mit ¢ := < ¢, und setze

= Gy
f(x) = fi(x/2k) 2k = (2% + 4k?) ﬁx—ij +2 € Z[X].

Nach obiger Behauptung hat f; und somit auch f genau p — 2 relle, sowie 2
komplex konjugierte nicht-reelle Nullstellen. Ausserdem ist f irreduzibel nach dem
Eisensteinkriterium beziiglich der Primzahl 2.

Beweise oder widerlege: Fiir jede endliche Gruppe G existiert ein Korper K und
eine Galoiserweiterung L/K mit Galoisgruppe Gal(L/K) =~ G.

Léosung: Die Aussage ist korrekt. Mit dem Satz von Cayley wihle eine Einbettung
von G in eine symmetrische Gruppe S,,. Ist dann L/Kj eine endliche Galoiserweite-
rung mit der Galoisgruppe S, so ist L/L% nach dem Hauptsatz der Galoistheorie
eine endliche Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe G, wie gewiinscht.

Eine Galoiserweiterung mit der Galoisgruppe S,, kann man auf verschiedene Wei-
se finden. Am einfachsten betrachtet man unabhéngige Variable Xy, ..., X, iiber
einem Korper k und setzt L := k(Xy,...,X,). Dann operiert die S,, treu auf L
durch Permutation der Variablen, und nach Folge 7.3.14 der Vorlesung ist die Er-
weiterung k(X1 ..., X,)/k(X1, ..., X,)% endlich galoissch mit Galoisgruppe S,.

Sei R ein Ring, und seien f, g € R[X] normierte Polynome. Zeige:

Discy, = Discy - Disc, - Resig .
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30.

Lésung: Zuerst seien f und g in Linearfaktoren zerlegt, also f(X) = [ [/, (X — X))
und g(X) = [[;L,(X — X}). Dann wissen wir

DiSCf = 1_[ ()\i_>\j)2;

1<i<j<n

Disc, = H ()\;—)\;)2,

1<i<jsm

Resp, = [ (v—X).

1<isn
1<j<m

Andererseits ist fg(X) = [/ (X — pg) mit g := \; fiir 1 <4 <nund p; := N_,
fiir n + 1 < ¢ < n 4+ m. Dadurch erhalten wir

Discy = || (mi—w)
1<i<j<n+m
= ] w-w)?* [ u-w)? ] (u-w)?
1<i<j<n nt+l<i<j<n+m 1<isn
n+1<j<n+m
= [T =27 JT i=2 TT =2y
1<i<j<n I<i<j<m 1<ign
1<j<m

= Discy - Discy - Res?g .

Dadurch ist die Aussage fiir alle Polynome, die Produkte von Linearfaktoren sind,
bewiesen.

Insbesondere gilt die Aussage dann, wenn die Nullstellen der Polynome unabhéngi-
ge Variablen sind, also wenn f(X) = [[_, (X —Y;) und ¢(X) = [[}L, (X — Z;) ist.
In diesem Fall sind die Koeffizienten von f und g also + die elementarsymmetri-
schen Polynome in den Y;, bzw. in den Z;. Nach dem Hauptsatz {iber symmetrische
Polynome koénnen die elementarsymmetrischen Polynome als unabhéngige Varia-
blen betrachtet werden und wir kénnen sie durch beliebige Werte aus dem Ring R
ersetzen. Dieses Verfahren liefert also das Resultat fiir alle normierten Polynome

in R[X].
Zeige: Fiir beliebige positive ganze Zahlen ¢y, ..., g, gilt
L:=Q(a, - vVtn) = Qg + ...+ /an)-

Lésung: Als Zerfillungskorper des Polynoms (X2 —¢qp) -+ (X? — ¢,) ist L endlich
galoissch iiber Q. Fiir jedes Element +y seiner Galoisgruppe und jedes 7 gilt v(,/¢;) €
{£/@} Mit a := /g1 + ... + /g, gilt also y(a) = +,/q1 + ... + /g, mit gewissen
voneinander unabhéngigen Vorzeichen. Da alle /g; > 0 sind, ist folglich y(a) = a
nur dann, wenn alle diese Vorzeichen + sind. In diesem Fall gilt v(,/q;) = /@ fiir
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31.

32.

jedes i, also ist 7 schon die Identitéit auf ganz L. Somit ist der Stabilisator von
a in Gal(L/Q) trivial. Dieser Stabilisator ist aber gleich Gal(L/Q(a)); darum ist

Q(a) = L, was zu zeigen war.

Sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom, das in C sowohl reelle als auch nicht-reelle
Nullstellen hat. Zeige, dass die Galoisgruppe von f iiber Q nicht abelsch ist.

Losung: Wir realisieren den Zerfallungskoérper von f als Unterkorper von C. Seien
« eine reelle und [ eine nicht-reelle komplexe Nullstelle von f. Da f irreduzibel ist,
operiert die Galoisgruppe Galy transitiv auf den Nullstellen von f; also existiert
ein 7 € Galy mit 7(f) = a. Sei weiter o € Gal; die Einschrankung der komplexen

Konjugation. Dann gilt o(7(8)) = o(a) = «, aber 7(c(8)) = 7(8) # 7(f) = «
wegen der Injektivitét von 7. Also ist o0 o 7 # 7 o 0 und somit Galy nicht-abelsch.
Aliter: Ist Galy abelsch, so wissen wir aus Aufgabe 3 von Serie 24, dass der Zer-
fallungskorper von f bereits von jeder einzelnen Nullstelle iiber Q erzeugt wird.

Insbesondere gilt dies fiir jede reelle Nullstelle, also liegt der Zerfallungskorper
schon insgesamt in R, im Widerspruch zur Annahme. Also ist Galy nicht abelsch.

Sei ¢ € C eine primitive n-te Einheitswurzel. Fiir welche ganzen Zahlen k ist ¢ 4 ¢*
ein primitives Element der Erweiterung Q(¢)/Q?

Lésung: Nach Satz 7.6.4 ist Gal(Q(¢)/Q) = (Z/nZ)*, wobei jede Restklasse a €
(Z/nZ)* der Substitution ¢ — ¢* entspricht. Die Untergruppe Gal(Q(¢)/Q(¢+¢*))
entspricht also der Untergruppe aller a € (Z/nZ)* mit

(+) ¢ =+t
Nach dem Hauptsatz der Galoistheorie ist daher Q(¢ + ¢*) = Q(¢) genau dann,

wenn diese Gleichung nur fiir a = 1 gilt.

Behauptung: Die Gleichung (*) gilt genau in den drei Fillen

n gerade und k — 1 = § mod (n),

a =1mod (n), sowie

a =k mod (n) und k? =1 mod (n).

Beweis: Natiirlich gilt die Gleichung im Fall @ = 1 mod (n). Weiter ist ¢ + ¢* =0
genau dann, wenn (¥~ = —1 ist, also wenn n gerade und k — 1 = % mod (n) ist.
In diesem Fall ist ¢ + ¢* natiirlich gleich allen seinen Konjugierten. Im Folgenden

sei also ¢ + ¢* # 0. Aus (x) folgt dann
}1_’_Cak—a‘ _ ‘Ca_’_gak’ _ ’C—’_Ck‘ _ ‘1+<k—1’

Da (*~% und ¢! auf dem Einheitskreis liegen, sehen wir geometrisch sofort,
dass dies genau dann gilt, wenn (%% gleich ¢*~! oder ¢(¥~! = (7% ist. Da ( eine
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33.

34.

primitive n-te Einheitswurzel ist, ist dies dquivalent zu ak —a = +(k—1) mod (n).
Im Fall ak —a =k — 1 mod (n) ist (x) dquivalent zu

S (O I G N R

Wegen ¢ + ¢* # 0 dies #iquivalent zu ¢! = 1 und folglich zu @ = 1 mod (n); diese
Moglichkeit ist schon aufgefithrt. Im Fall ak —a = 1—k mod (n) ist () dquivalent
zu

Ca—k’. (Ck+<) _ Ca_{_ga-i-l—k _ C+<k

Wegen ¢ + ¢* # 0 ist dies dquivalent zu (¢~* = 1 und folglich zu a = k mod (n).
Fiir ein solches a ist die Kongruenz ak — a = 1 — k mod (n) dann dquivalent zu
k* =ak = a+1—k =1mod (n), was die letzte aufgefiihrte Moglichkeit liefert. [

Nach der Behauptung besitzt die Gleichung (x) eine Losung a # 1 mod (n) genau
in den Féllen

2

k # 1 mod (n) und k? = 1 mod (n).
In diesen Fillen ist also Q(¢ + ¢*) # Q(¢) und in allen iibrigen Q(¢ + ¢*) = Q(¢).

{ n = 4 gerade und k£ — 1 = 2 mod (n),

Beweise oder widerlege: Fiir jede ganze Zahl n > 1 existiert eine zyklische Erwei-
terung K/Q vom Grad n.

Léosung: Die Aussage ist korrekt. Zuerst sei n = p" fiir eine Primzahl p. Setze
s:=r+1im Fall p > 2 und s := r + 2 im Fall p = 2. Dann ist Q(p,:)/Q
galoissch und G := Gal(Q(p,+)/Q) = (Z/p°Z)*. Nach der obigen Aufgabe 14
besitzt G also eine normale Untergruppe N mit G/N zyklisch der Ordnung p".
In der Galoiskorrespondenz entspricht diese Untergruppe einem Zwischenkorper
K/Q mit Gal(K/Q) zyklisch der Ordnung n = p”, wie gewiinscht.

Der allgemeine Fall folgt daraus durch Induktion iiber n. Sei ndmlich n = mm/
fiir zwei teilerfremde ganze Zahlen m, m’ > 1. Nach Induktionsannahme existieren
dann zyklische Erweiterungen L/Q und L'/Q vom Grad m beziehungsweise m/'.
Nach der obigen Aufgabe 23 ist nun LL’/Q endlich galoissch mit der Galoisgruppe

Gal(LL'/Q) =~ Gal(L/Q) x Gal(L'/Q) =~ Z/mZ x Z/m'Z.

Nach dem chinesischen Restsatz ist letztere aber isomorph zu Z/mm'Z = Z/nZ.
Somit folgt die gewiinschte Aussage fiir n, und durch Induktion folgt sie allgemein.

Betrachte eine Korpererweiterung der Form K(a)/K mit a” € K fiir ein n > 1.
Beweise oder widerlege: Alle Zwischenkorper haben die Form K (a™) fiir natiirliche
Zahlen m > 1.
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35.

Lésung: Betrachte den Spezialfall a = €>™/® iiber K = Q. Nach Satz 7.6.4 der
Vorlesung ist dann Q(a)/Q galoissch mit der Galoisgruppe (Z/8Z)*. Diese ist
nicht-zyklisch der Ordnung 4 und besitzt drei verschiedene Untergruppen der
Ordnung 2. Nach der Galoiskorrespondenz entsprechen diese drei verschiedenen
Zwischenkorpern vom Grad 2 iiber Q. Wir behaupten, dass nur einer von diesen
die genannte Form hat.

mod (8) und daher (a™)* = ®* = a¥. Also gilt a* € Q(a™) und a™ € Q(a*)
und damit Q(a™) = Q(a®). Wegen a* = —1 € Q ist dieser Kérper gleich Q
fir alle ¢ > 2. Im Fall i = 1 ist er gleich Q(i) und im Fall i = 0 gleich Q(a).
Der einzige solche Zwischenkérper vom Grad 2 iiber Q ist also Q(7). Die iibrigen
Zwischenkorper Q(v/2) und Q(i/2) haben deshalb nicht die gesuchte Form.

Fiir jede natiirliche Zahl m > 1 schreibe m = 2k mit k ungerade. Dann ist k* = 1

Sei L = K(ay,...,a,)/K eine Erweiterung von Korpern der Charakteristik # 2
mit der Eigenschaft b; := a? € K* fiir alle i. Sei (K*)? := {2? | x € K*} und
betrachte die von den Restklassen aller b; erzeugte Untergruppe B < K*/(K*)2.
Zeige:

(a) L/K ist galoissch.

(b) Es gibt eine wohldefinierte Abbildung

p: Gal(L/K) x B—> py = {£1}, (7,[b]) = ¢(7,[0])

mit der Eigenschaft (v, [b]) := v(a)/a fiir alle a € L* mit [b] = [a?].

(c) Die Abbildung ¢ ist linear in der ersten Variablen.

(d) Die Abbildung ¢ ist linear in der zweiten Variablen.

(e) Fiir jedes v € Gal(L/K) ~\ {id} existiert ein [b] € B mit (v, [b]) # 1.
(Man nennt ein solches ¢ links nicht-ausgeartet.)

(f) Fiir jedes [b] € B ~\ {[1]} existiert ein v € Gal(L/K) mit ¢(v, [b]) # 1.
(Man nennt ein solches ¢ rechts nicht-ausgeartet.)

(g) Es existiert ein natiirlicher Isomorphismus Gal(L/K) =~ Hom(B, ps).
Lésung:

(a) Als Zerféllungskorper des Polynoms [[;_,(X? — b;) ist L eine normale alge-
braische Kérpererweiterung von K. Zudem ist jeder Faktor X? — b; wegen
b; # 0 und char(L) # 2 separabel, also ist jedes a; separabel iiber K und
daher auch L/K separabel. Somit ist L/K galoissch.

(b) Nach Konstruktion von B existiert fiir jede Restklasse [b] € B ein Element
a € L* mit [b] = [a?], das heisst, mit b = a*z? fiir ein ¥ € K*. Fiir jedes
v € Gal(L/K) gilt dann a®z? = b = v(b) = v(a)?2? und somit y(a)/a = +1.
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Fiir jedes weitere Element o’ € L* mit [b] = [a’?], das heisst, mit b = %2’

fir ein 2/ € K*, ist dann a2 = b = a*2? und somit o//a = +x/2' € K*.
Daher gilt y(a’)/v(a) = v(d'/a) = ’/a und darum ~y(a')/a’ = ~(a)/a. Die
Formel ¢(v, [b]) := 7(a)/a ergibt daher eine wohldefinierte Abbildung,.

(c) Betrachte zwei Elemente 7,7 € Gal(L/K). Nach der Definition von ¢ gilt
dann fiir [b] und a wie oben

oy, [o]) = 2 _ 1) 1ile) _ la) w(”a)) = o [ . [B]).

a a ~(a) a

Wegen ¢(7, [b]) € {+1} ist aber v(p(v, [b])) = ¢(7, [b]); also ist ¢ linear in
der ersten Variablen.

(d) Betrachte zwei Restklassen [b], [V'] € B und wihle a,a’ € L* mit [b] = [a?]
und [0'] = [@”?]. Dann ist [bV'] = [(aa’)?], und die Definition von ¢ impliziert

ol fov]) = 299) @) ) o ).

aa’ a a
Also ist ¢ linear in der zweiten Variablen.

(e) Betrachte ein v € Gal(L/K) mit der Eigenschaft ¢(v, [b]) = 1 fiir alle [b] € B.
Dann ist insbesondere (v, [b;]) = 1 fiir alle i. Wegen [b;] = [a?] und der
Definition von ¢ bedeutet dies v(a;)/a; = 1 und daher v(a;) = a; fiir alle 1.
Wegen L = K(ay,...,a,) folgt daraus v = id. Umgekehrt zeigt dies, dass fir
jedes v € Gal(L/K) ~\ {id} ein [b] € B existiert mit (v, [b]) # 1.

(f) Betrachte ein [b] € B mit der Eigenschaft o(v, [b]) = 1 fiir alle v € Gal(L/K).
Mit [b] = [a?] fiir a € L* wie oben ist dann y(a)/a = 1 fiir alle v € Gal(L/K).
Dies bedeutet aber y(a) = a und somit a € K*. Nach der Konstruktion von
B bedeutet dies [b] = 1. Umgekehrt zeigt dies, dass fiir jedes [b] € B \ {[1]}
ein v € Gal(L/K) existiert mit ¢(v, [b]) # 1.

(g) Da ¢ linear in der zweiten Variablen ist, ist durch ¢ (v)([b]) = (v, [b])

eine natiirliche Abbildung ¢: Gal(L/K) — Hom(B, us) wohldefiniert. Da
@ linear in der ersten Variablen ist, ist ¢) ein Homomorphismus. Die Links-
Nichtausgeartetheit von ¢ besagt dann, dass fiir jedes v € Gal(L/K) ~\ {id}
ein [b] € B existiert mit ¥(v)([b]) # 1; das heisst, dass () # 1 ist. Also ist
1 injektiv und insbesondere | Gal(L/K)| < | Hom(B, us2)|.
Nun wiederholen wir dieselbe Argumentation in der anderen Variablen: Da
¢ linear in der ersten Variablen ist, ist durch w([b])(y) = ©(v,[b]) eine
natiirliche Abbildung w: B — Hom(Gal(L/K), u2) wohldefiniert. Da ¢ li-
near in der zweiten Variablen ist, ist w ein Homomorphismus. Die Rechts-
Nichtausgeartetheit von ¢ besagt dann, dass fiir jedes [b] € B ~\ {[1]} ein
v € Gal(L/K) existiert mit ¢(v, [b]) # 1; das heisst, dass w([b]) # 1 ist. Also
ist w injektiv und insbesondere |B| < | Hom(Gal(L/K), ).
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Aus dieser Ungleichung folgern wir nun die Surjektivitdt von v wie folgt.
Beachte zunichst, dass K*/(K*)? eine endliche abelsche Gruppe ist mit
der Eigenschaft y?> =1 fiir jedes Element y. Schreiben wir sie additiv an-
statt multiplikativ, bedeutet dies 2v = 0 fiir jedes Element v. Damit wird
K*/(K*)? ein Modul iiber dem Ring Z/27Z, das heisst, ein Vektorraum iiber
dem Korper Fo. Nach Konstruktion ist dann B ein Fy-Untervektorraum da-
von. Analog wird dadurch auch ps = {£1} ein Fy-Vektorraum, und zwar
der Dimension 1, da er genau 2 Elemente hat. Somit ist Hom(B, ps) =
Homp, (B, Fs) isomorph zum Dualraum von B, also einem [Fy-Vektorraum
derselben endlichen Dimension wie B. Der injektive Homomorphismus v iden-
tifiziert dann Gal(L/K) mit einem Untervektorraum von Hom(B, p15), und es
folgt | Gal(L/K)| < |Hom(B, ps2)| = |B|. Die Interpretation von Gal(L/K)
als endlich-dimensionaler Fy-Vektorraum zeigt dann auf die gleiche Weise,
dass Hom(Gal(L/K), u2) ein Fo-Vektorraum derselben endlichen Dimension
ist wie Gal(L/K). Zusammen mit der Injektivitét von w folgt daher

[Hom(B, )| = |B| < |Hom(Gal(L/K), )| = |Gal(L/K)| < .

Also ist der injektive Homomorphismus ¢: Gal(L/K) — Hom(B, uy) auch
surjektiv und somit der gesuchte Isomorphismus.

36. Bestimme die Galoisgruppe des Polynoms X* + 18 X2 — 72X + 81 iiber Q.

Lisung: Setze f := X* + 18X2% — 72X + 81. Wir werden gleich sehen, dass f
modulo (5) separabel ist, also ist auch f selbst separabel. Seine Galoisgruppe
[' konnen wir also mit einer Untergruppe von S, identifizieren. Nach Satz 7.9.4
der Vorlesung sagt uns die Faktorisierung von f modulo einer Primzahl p, wenn
sie separabel ist, dass [' eine Permutation enthélt, deren Zykellingen genau die
Grade der irreduziblen Faktoren modulo p sind. Wir zerlegen f also in irreduzible
Faktoren modulo kleinen Primzahlen:

f=(X+1)"mod (2) v nichts
f=X*mod (3) v nichts
f=(X+3)(X*+2X?+2X +2) mod (5) w3 -Zykel
f=(X+6)(X>+X*+5X +3) mod (7) w3 -Zykel
f=(X+4)(X°+7X*+ X +1) mod (11) w3 -Zykel
f=(X+6)(X*+7X*+2X +7) mod (13) w3 -Zykel
f=(X?+11X +4)(X? +6X + 16) mod (17) o zwel 2-Zykel
f=(X?+3X +16)(X?+ 16X + 11) mod (19) o zwei 2-Zykel

Somit enthélt die Galoisgruppe von f einen 3-Zykel und ein Produkt von zwei
disjunkten 2-Zykeln. Die letztere Permutation ist ein nichttriviales Element der
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Kleinschen Vierergruppe, auf deren nichttrivialen Elementen jeder 3-Zykel transi-
tiv durch Konjugation operiert. Also enthélt die Galoisgruppe die Kleinsche Vie-
rergruppe und einen 3-Zykel und folglich die Ay.

Die Reduktion modulo weiterer Primzahlen bringt nun nichts mehr. Dafiir hat f
aber die Diskriminante 241864704 = 2!2319. Da diese ein Quadrat in Q ist, ist I’
in der alternierenden Gruppe enthalten. Zusammen folgt also I' = Ay.

Aliter: Da die Diskriminante ungleich Null ist, ist f separabel, und da sie ein Qua-
drat ist, ist I' < A4. Die Reduktion modulo (5) zeigt, dass I" einen 3-Zykel enthélt.
Durch Durchprobieren aller Teiler von 81 stellt man fest, dass f keine Nullstelle in
@ hat; also hat f keinen linearen Faktor iiber Q. Wegen des 3-Zykels kann f dann
auch nicht in zwei Faktoren vom Grad 2 zerfallen. Daher ist f irreduzibel, und
folglich operiert I' transitiv auf den 4 Ziffern. Aber jede transitive Untergruppe
von Ay, welche einen 3-Zykel enthélt, ist bereits die A4. Also gilt I' = Aj.

Sternaufgaben folgen auf einem separaten Blatt.
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