D-MATH Algebra 11 FS 2023

Prof.

ichard Pjnk
usterlésung Wiederholungsserie Sternaufgaben

*37. Zeige: Fiir jede Primzahl p und jede endliche p-Gruppe G und jede Untergruppe

*38.

H < G gilt
H=G < H |G,G]=G.

Losung: Die Implikation = ist klar. Fiir die Umkehrung zeigen wir zuerst, dass jede
maximale echte Untergruppe von GG Index p hat und normal ist. Sei M < G eine
maximale echte Untergruppe. Nach Proposition 5.6.4 der Vorlesung ist dann M
echt in ihrem Normalisator enthalten. Dieser muss gleich G sein, weil M maximal
ist. Daher ist M normal in G. Weil G eine p-Gruppe ist, ist sie auflosbar, also ist
auch G/M auflosbar. Nach der Korrespondenz von Untergruppen von G/M und
Untergruppen von G, die M enthalten folgt, dass G/M einfach ist, weil M eine
maximale Untergruppe von G ist. Nun ist G/M einfach und auflésbar, muss also
Primzahlordnung p haben, was wir zeigen wollten.

Sei nun H < G eine Untergruppe mit H - [G,G] = G. Angenommen H sei eine
echte Untergruppe, dann existiert eine maximale echte Untergruppe M < G die
H enthélt. Der Index [G : M] ist nach obigem Beweis p, also ist die Faktorgruppe
G/M abelsch. Nach Aufgabe 3(b) von Serie 3 bedeutet dies [G,G] < M, also folgt
G = H - |G,G] < M < G; Widerspruch. Daher folgt aus H - [G,G] = G auch
H=G.

Fiir jede natiirliche Zahl n > 1 betrachte die von den Transpositionen (1 2), (3 4),
..., (2"—=12™) erzeugte Untergruppe @,, der symmetrischen Gruppe Sy». Betrachte
ausserdem die Einbettung j: Son-1 <> Son, die fiir alle o0 € Sgn-1 und 1 < i < 271
gegeben ist durch j(0)(2i — 1) = 20(i) — 1 und j(0)(2i) = 20(i). Zeige:

(a) Q=27
(b) Der Normalisator von Q,, in Sen ist gleich @, x j(San-1).

Sodann konstruiere Untergruppen P, < So» induktiv durch Fy := S; und P, :=
Qn ¥ j(P,—1) fur alle n > 1. Konstruiere Homomorphismen y,, ,,: P, — {+1} fiir
alle n = m > 1 durch x,,,, = sgn|P, und xnm(7 - 7(0)) := Xn-1.m(0) fur alle
TEQ, und o € P, 1 im Fall n > m. Zeige:

Die Gruppe P, ist eine 2-Sylowgruppe von Son. Bestimme ihre Ordnung.

(c
(d
(e
(f

Der Homomorphismus X, := (Xpm)m=1: P — {£1}" ist surjektiv.

Der Kern dieses Homomorphismus ist die Kommutatorgruppe [P, P, ].

~— o ~—r

Folgere: Fiir jedes n > 1 und jede Untergruppe G < P, gilt G = P, genau
dann, wenn die Einschrankung x,|G: G — {£1}" surjektiv ist.
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Losung:

(a)

Die Transpositionen (2i—1 2¢) fiir alle 1 < ¢ < 2"! haben Ordnung 2 und
kommutieren miteinander; deshalb haben wir einen Homomorphismus

2n—1

(Z/22)"" = Qu, (k)2 — [ [(2i—1 2i)™.
=1

Nach Konstruktion von @), ist dieser surjektiv. Er ist injektiv, da jedes k; €
Z/27 durch die Wirkung der Permutation auf der Ziffer 2i — 1 bestimmt ist.

Die Teilmenge T), := {(2i—1 2i) | 1 < i < 2""'} ist genau die Menge aller
Transpositionen in @,,. Der Normalisator Normg, (Q),,) operiert daher auf T,
durch Konjugation. Umgekehrt bildet jedes Element von S,,, welches T;, auf
sich abbildet, auch die davon erzeugte Untergruppe @),, auf sich ab. Daher ist
der Normalisator von @, genau der Stabilisator von 7;, unter der Konjuga-
tionsoperation.

Nach Konstruktion liegen @), und j(San-1) darin. Ausserdem ist Q,, N j(Sgn-1)
= {1}; daher erzeugen diese beiden Gruppen zusammen ein semidirektes Pro-
dukt @, x j(Sgn-1), das im gesuchten Normalisator enthalten ist.

Betrachte umgekehrt eine beliebige Permutation 7 im Normalisator von @),,.
Dann existiert genau ein o € Syn—1, so dass j(o) die Transpositionen (2i—1 2i)
auf die gleiche Weise vertauscht wie 7. Somit fixiert die Permutation p :=
7-j(0)7! jede dieser Transpositionen unter Konjugation. Darum lisst p jedes
Paar {2i—1,2¢} invariant und liegt daher in der Gruppe @,,. Insgesamt folgt
daraus 7 = p - j(0) € Qy, - 7(San-1). Zusammen zeigt dies

Normg, (Q,) = @Qn x j(Son-1).
Offenbar hat jedes @, die Ordnung |Z2"'| = 2", und nach Konstruktion
gilt |Py| = 1 sowie |P,| = |Qn]| - |Pn—1] fiir alle n > 1. Daraus folgt

n—1 n—2 n—1 n—2 n__
|Pn‘ _ 22 . 22 . 21 . 20 _ 22 +2 +..+14+0 _ 22 1‘

Andererseits gilt fiir jede Primzahl p und jede natiirliche Zahl m die Formel
m m m
ordp(m!) = {;J + lPJ + lEJ + ...,
was man fiir festes p leicht durch Induktion iiber m zeigen kann; siehe auch

Seite 182 von
http://www.fuchs-braun.com/media/532896481f9c1c47fff£8077ff£fff£0.pdf.

Fiir p = 2 und m = 2" folgt daraus

ordy(|San|) = {EJ + [ﬁJ + {?J t..=onlypgne2y o on g

Somit ist [Sen : P,] ungerade und P, eine 2-Sylowgruppe von San.

2



*#39.

*40.

(d) Offenbar ist x,,: B, — {£1}" surjektiv fiir n = 0. Gilt dies fiir n—1 anstatt n,
so ist nach der induktiven Konstruktion von P, und Xy, der Homomorphis-
mus (Xpm) 2yt §(Pa_1) — {£1}77! surjektiv. Da auch x,,|Qn: Qn — {£1}
surjektiv ist, ist dann auch x, := (Xnm)me1: Pn = Qn % j(Pro1) — {£1}"
surjektiv. Die Behauptung folgt also durch Induktion iiber n.

(e) Setze P! := Kern(x,). Da P,/P! =~ {£1}" abelsch ist, gilt [P,, P,| < P,. Mit
Q' := Kern(sgn |Q,) ist andererseits P, = Q| = {1} und P! = Q' x j(P._,)
fir alle n > 2. Fiir die Gleichheit [P,, P,] = P! geniigt es daher zu zeigen,
dass sowohl @', als auch j(P!_,) in [P,, P,] enthalten sind.

Aber fiir jedes 2 < i < 2"7! erfiillt die Transposition o := (1 i) € Syn-1 die
Gleichungen j(o) = (1 2i—1)(2 2i) und somit j(o)(1 2)j(o)™! = (2i—1 2i)
und daher

[P0, Py 3 [i(0),(12)] = (2i—1 2i)(1 2)~" = (1 2)(2i—1 20).

Da diese Permutationen die Gruppe @', erzeugen, folgt daraus @, < [P,, P,].

Zum anderen gilt trivialerweise P| = {1} < [Py, P1]. Gilt ausserdem P! | <
[Pn—1, Po_1], so folgt auch j(P!_;) < [j(Pn-1),7(Pn-1)] < [Pn, P,]. Insgesamt
folgt die Inklusion P, < [P,, P,| daraus durch Induktion iiber n.

(f) Nach (d) und (e) induziert x,, einen Isomorphismus P, /[P, P,| = {+1}". Fiir
eine Untergruppe G < P, ist daher x,|G: G — {£1}" genau dann surjektiv,
wenn G - [P,, P,] = P, ist. Da P, eine p-Gruppe ist fiir p = 2, ist dies nach
Aufgabe 37 dquivalent zu G = P,.

Bestimme die von allen Grundoperationen mit Rubiks Wiirfel erzeugte Symmetrie-
gruppe und deren Ordnung. Wenn man den Wiirfel auseinandernimmt, auf wieviele
verschiedene Arten kann man ihn wieder zusammensetzen, so dass die Resultate
sich nicht durch eine Folge von Grundoperationen ineinander iiberfiihren lassen?

Losung: See https://en.wikipedia.org/wiki/Rubik’27s_Cube_group

(a) Zeige: Jede endliche Gruppe der Ordnung 2m mit m ungerade hat die Form
G = N x Zy mit einer endlichen Gruppe N der Ordnung m und einem
Homomorphismus Z; — Aut(N).

(b) Zeige, dass zwei solche Gruppen mit demselben N genau dann isomorph sind,
wenn die Bilder des Erzeugenden von Z, unter den beiden Homomorphismen
Zy — Aut(N) unter Aut(V) konjugiert sind.

(c) Bestimme alle Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 18.
#(d) Bestimme alle Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung 54.

«(e) Zeige, dass die Aussage von (b) im Allgemeinen nicht stimmt, wenn N gerade
Ordnung hat.



Losung: (a) Nach Aufgabe 1 (a) von Serie 20 besitzt G eine normale Untergruppe
N vom Index 2, und nach den Sylowsétzen eine Untergruppe H der Ordnung 2.

Wegen der Ordnungen ist dann N n H = {1} und NH = G. Also ist G das
semidirekte Produkt N x H mit einem Homomorphismus Z; = H — Aut(N).

(b) Betrachte zwei Gruppen G = N x H und G’ = N x H' zu Homomorphismen
Zy =~ H — Aut(N) und Zy ~ H' — Aut(N).

Sind diese isomorph, so wihlen wir einen Isomorphismus ¢: G — G’. Dann ist
©(H) eine Untergruppe der Ordnung 2 von G, also eine 2-Sylowgruppe von G’.
Nach den Sylowsitzen gilt daher ¢(H) = *H’ fiir ein x € G'. Nach Ersetzen von
¢ durch int, o ¢ kénnen wir oBdA ¢(H) = H' annehmen. Dann induziert ¢ einen
Isomorphismus H — H’. Wegen H =~ Z, >~ H’ gibt es iiberhaupt nur einen solchen
[somorphismus; nennen wir ihn .

Sodann ist ¢(N) eine Untergruppe der Ordnung m von G’, also ihr Bild in G'/N =
Zs eine Untergruppe von ungerader Ordnung; also gleich 1. Somit ist ¢(N) < N
und wegen der Gleichheit der Ordnungen also ¢(N) = N. Daher ist ¢ := ¢|N ein
Automorphismus von N. Zusammen ist ¢ dann gegeben durch die Formel

(%) o(nh) = ¥(n)x(h) fir allene N und h e H.

Seien o, o € Aut(N) die Bilder der Erzeugenden unter den beiden Homomorphis-
men Zy ~ H — Aut(N) und Zy =~ H' — Aut(N). Eine schnelle Rechnung zeigt
dann, dass die Formel (x) fiir ein ¢ € Aut(N) genau dann einen Homomorphismus
G — G’ induziert, wenn a0 = 1) o o ist, das heisst, wenn o = 1) o o/ 0 ¢p~ 1! ist.
Ist also G =~ G, so sind a und o' konjugiert in Aut(N).

Sind umgekehrt a und o konjugiert in Aut(N), so existiert ein » € Aut(N)
mit o = 1 o o’ o 9p~1. Die obige Rechnung liefert dann einen Homomorphismus
G — G’; und da dieser automatisch bijektiv und somit ein Isomorphismus ist, ist
(b) bewiesen.

(¢) Nach (a) und (b) entsprechen die Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung
18 = 32 -2 den Isomorphieklassen von Gruppen N der Ordnung 9 = 3? zusammen
mit der Konjugationsklasse eines Elements v € Aut(N) mit o = 1. Als Gruppe
der Ordnung p? fiir p prim ist N abelsch und nach dem Klassifikationssatz daher

N =7/97  oder N = (Z/3Z)* = F3.

Im Fall N = Z/9Z ist Aut(N) = (Z/97Z)*. Dies ist eine abelsche Gruppe der Ord-
nung 6 und besitzt +1 als einzige Elemente o mit o = 1. Die beiden resultierenden
Gruppen sind entsprechend

Z7)97 x 7.)27. = ZJ18Z = Zis,
Z)97 x {+1} = Dy.
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Im Fall N = F?% ist Aut(N) =~ GLy(F3). Fiir jede Matrix o € GLy(F3) mit o = 1
teilt das Minimalpolynom das Polynom (X? — 1) = (X — 1)(X + 1) mit den
zwei verschiedenen einfachen Nullstellen £1 € F3. Daher ist o diagonalisierbar mit
Eigenwerten in der Menge {+1}. Somit ist o konjugiert zu einer der Matrizen

(10 (1 0 (-1 0
Qp = 01 s q = 0 -1 , Qg = 0 -1 .

Da diese drei Matrizen paarweise verschiedene charakteristische Polynome haben,
sind sie nicht zueinander konjugiert; sie sind also Repréasentanten fiir die fragli-
chen Konjugationsklassen in Aut(/V). Die drei resultierenden Gruppen sind ent-
sprechend

F2 x /27 =~ Zg x Zs,

Fia{(o )} = DyxZs,
B {£ (1)}

(d) Nach (a) und (b) entsprechen die Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung
54 = 33-2 den Isomorphieklassen von Gruppen N der Ordnung 27 = 3% zusammen
mit der Konjugationsklasse eines Elements o € Aut(N) mit o® = 1. Nach der
Vorlesung gibt es genau 5 [somorphieklassen fiir N. Fiir jede von diesen bestimmen
wir die fraglichen Konjugationsklassen in Aut(V).

Fall 1: N = 7Z/277Z. In diesem Fall ist Aut(N) = (Z/27Z)* und die einzigen
Elemente o mit o? = 1 sind +1. Also gibt es dann genau die Moglichkeiten

0

Z/Q?Z X Z/2Z = Z54,

Fall 2: N =~ 7,/37 x 7,/97Z. Nach Aufgabe 4 der Wiederholungsserie Algebra II hat
Aut(N) dann die Ordnung 3% - 22. Sei R eine 2-Sylowgruppe davon. Nach den Sy-
lowsétzen liegt jedes Element ov € Aut(N) der Ordnung 2 in einer 2-Sylowgruppe
und daher in einem Konjugierten von R. Es gibt also héchstens 4 Konjugations-
klassen von solchen Elementen. Betrachte die Automorphismen (a,b) — (Aa, 1b)
von Z/37 x Z/9Z fiir alle A\, p € {£1}. Da diese sich in der Anzahl ihrer Fixpunkte
(n&mlich 27, 9, 3, 1) unterscheiden, sind sie paarweise nicht konjugiert. Dies liefert
also genau 4 Isomorphieklassen, ndmlich

(Z)9Z x Z)37) x Zy = Zyg x Zs,
(Z/9Z x Z/3Z) x {(; °,)) = Zy x Ds,
(Z/9Z x Z/3Z) x {(7}' 9)) = Dy x Zs,
(Z/9Z x Z/3Z) % (' °)).

lle
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*41.

Fall 3: N =~ (Z/37)* = F3. Hier ist Aut(N) =~ GL3(F3). Analog zu (c) besitzen die
Konjugationsklassen von Elementen o mit o = 1 die Reprisentanten

100 10 0 1 0 0 -1 0 0
o10], o1 o], [o -1 o], 0 -1 o0 |,
001 00 —1 0 0 -1 0 0 -1

die insgesamt vier verschiedene Isomorphieklassen von Gruppen der Form Fj x Z,
liefern.

Fall 4: (Skizze) Wir haben ein nicht-abelsches semidirektes Produkt N =~ Z /97 %
7,/37. Hier gibt es das direkte Produkt N x Z, sowie die Gruppe Z/97 x (Z/9Z)*,
die sich in der Anzahl von Fixpunkten von « unterscheiden und daher nicht iso-
morph sind. Man kann zeigen, dass dies alle Isomorphieklassen liefert.

Fall 5: (Skizze) Wir haben ein nicht-abelsches semidirektes Produkt N = (Z/37Z x
Z/3Z) x Z/3Z. Bis auf Isomorphie ist dann

1 = = 1 0 =
N=|0 1 % | <GL3(F;) mitZentrum Z(N)=|0 1 0
001 00 1
Hier gibt es die Gruppen N x (&) mit « gleich
-1 0 0 1 0 O 1 00
0o —-1 0 |, 0o -1 0 |, 0 -1 0 |,
0 0 -1 0 0 -1 0 01

die sich in der Anzahl von Fixpunkten von a auf N und auf Z(N) unterscheiden
und daher nicht isomorph sind. Man kann zeigen, dass dies alle Isomorphieklassen
liefert.

(e) Sein = 3 und G = S, x {x1}. Dieses direkte Produkt entspricht dem trivialen
Homomorphismus {+1} — Aut(S,). Betrachte die normale Untergruppe N :=
Sy x {1} und das von dem Element ((1 2),—1) erzeugte Komplement H. Dann
ist G auch das innere semidirekte Produkt N x H mit N =~ S, und H ~ {+1}.
Jetzt entspricht die Operation von ((1 2),—1) € H auf N aber der Konjugation
mit (1 2) auf S, und ist daher nicht-trivial.

(Cohen-Lenstra Heuristik) Wie in Aufgabe 4 von Serie 2 fixieren wir eine natiirliche
Zahl n > 1 und eine Menge X der Kardinalitéit n.

(a) Zeige: Die Anzahl der Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung n ist > 0
und < . Seien Gy, ..., G, Repréisentanten dieser Isomorphieklassen.

(b) Sei S die Menge aller Gruppenstrukturen auf X, und fiir jedes i sei S; die
Teilmenge der Gruppenstrukturen, fiir die X isomorph zu G; wird. Zeige, dass
1S;|/|S| = ¢n/| Aut(G;)| ist mit einer nur von n abhéingigen Zahl ¢, € Q°.
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Bemerkung: Der Quotient |S;|/|S| ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig
gewihlte Gruppenstruktur auf X eine zu G; isomorphe Gruppe liefert. Da X
beliebig ist, konnen wir dies interpretieren als die Wahrscheinlichkeit, dass eine
zufillig gewdhlte Gruppe der Ordnung n isomorph zu G; ist.

(c)
(d)

(e)

Bestimme die Wahrscheinlichkeiten fiir alle Gruppen der Ordnungen < 8.
Welche sind jeweils die haufigsten?

Zeige: Fiir jede abelsche Gruppe der Form G = G' x G” gilt
|Aut(G)| = |Aut(G@)| - |Hom(G',G")|- | Hom(G", G")|.

Folgere, dass unter allen abelschen Gruppen der Ordnung n die zyklische
Gruppe die grosste Wahrscheinlichkeit hat.

Gilt das Entsprechende unter allen Gruppen der Ordnung n?

Losung:

()

Die zyklische Gruppe der Ordnung n zeigt, dass es mindestens eine Isomor-
phieklasse gibt. Andererseits sei GG eine beliebige Gruppe der Ordnung n. Jede
Bijektion ¢: X — G liefert dann eine Gruppenstruktur auf X, fiir die X iso-
morph zu G wird. Da es iiberhaupt nur endlich viele Abbildungen X x X — X
gibt, existieren auch nur endlich viele Gruppenstrukturen auf X. Somit gibt
es nur endlich viele Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung n.

Nach Aufgabe 4 (c) von Serie 2 gilt |S;| = n!/| Aut(G;)|. Nach (a) ist ausser-
dem 0 < |S| < oo. Folglich ist

ST 1S]- [Aut(Gr))
und die gesuchte Aussage gilt mit ¢, := nl!/|S|.

Bemerkung: Da die Summe der Wahrscheinlichkeiten 1 ergeben muss, kann
man ¢, auch ausdriicken als

-1
1) e = (Ziariay)

Fiirn e {1,2,3,5,7} ist jede Gruppe der Ordnung n zyklisch mit Wahrschein-
lichkeit 1. In den iibrigen Fallen haben wir:

e n = 4: Hier gibt es genau zwei Isomorphieklassen mit Reprasentanten
C, =~ Z/AZ und Ci =~ F3. Die Gruppe Aut(Z/4Z) = (Z/AZ)* hat Ord-
nung 2, und Aut(F3) =~ GLy(F3) hat die Ordnung (2% — 1)(2% — 2) = 6.

Nach (1) ergibt sich ¢; = (5 + §)~* = 2 und daher

G; || Aut(Gy) | 1S:l/]S]
AR
F? 6

s




e n = 6: Hier gibt es wieder genau zwei Isomorphieklassen mit Reprasen-
tanten Cg =~ Z/6Z und D3 =~ S5. Fiir diese gilt einerseits | Aut(Z/6Z)| =
(Z/6Z)*| = 2. Andererseits besteht S3 aus den drei Transpositionen
(12) und (1 3) und (2 3), den zwei 3-Zykeln (1 2 3) und (3 2 1), sowie
dem Einselement. Ein Automorphismus von S5 muss (1 2) auf ein Ele-
ment der Ordnung 2, also eine Transposition, und (1 2 3) auf ein Element
der Ordnung 3, also einen 3-Zykel abbilden. Umgekehrt ist jeder Auto-
morphismus durch diese Bilder bestimmt, weil (1 2) und (1 2 3) die S;
erzeugen. Daher gibt es insgesamt hochstens 3 - 2 = 6 Automorphismen.
Schliesslich ist die natiirliche Abbildung S5 — Aut(S;), o — int(o) injek-
tiv, weil das Zentrum von Sj trivial ist. Darum besitzt S3 schon |S3| = 6
innere Automorphismen, und zusammen folgt daraus | Aut(Ss)| = 6.

Nach (1) ergibt sich ¢g = (3 + g)~" = 2 und daher

G; || Aut(Gy)] | 1Sil/]S]

767 2 %
D; 6 i
e n = 8: Hier wissen wir schon, dass es genau fiinf Isomorphieklassen gibt.
Wir lassen die Einzelrechnungen weg und erhalten cg = % und
Gi | [Aut(Gy)] | [Sil/]S]
Cs 4 2
Cy x Cy 8 g—;
Dy 8 %
Q 24 =
F3 168 %

In jedem Fall hat die zyklische Gruppe C), die héchste Wahrscheinlichkeit.

Betrachte eine additiv geschriebene abelsche Gruppe der Form G = G’ x G”.
Erstens induziert dann jedes v € Aut(G’) einen Automorphismus I',, : (¢', ¢")
— (v(g"),¢") von G. Zweitens betrachte fiir jedes ¢ € Hom(G’, G”) die Ab-
bildung

@w: G/ X G// N G/ X G”, (g/,g//) —s (g/jgp(g/) +g//).

Direktes Nachrechnen zeigt, dass dies ein Homomorphismus ist. Weiter gilt
O_,0d, =d,0P_, = id, daher ist ¢, sogar ein Automorphismus von G.
Drittens induziert jedes v € Hom(G”, G') analog einen Automorphismus

\ij: G/ % G// N G/ X G”, (g/’g//) — (g/ + w(g/)’g//).
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Betrachte nun den zusammengesetzten Automorphismus © := ®,01', o ¥,
von G’ x G". Fiir diesen gilt ©((¢,0)) = (v(¢'), v(7(¢'))) fiir alle ¢’ € &,
also ist zuerst 7 und dann auch ¢ bereits durch © bestimmt. Weiter ist

0((0,9") = (v(@W(g"), e(v(¥(g")) + ¢") fiir alle g" € G”, also ist auch
~v o 1) und somit 1 selbst durch © bestimmt. Daher haben wir eine injektive

Abbildung
Aut(G") x Hom(G', G") x Hom(G", G') — Aut(G), (v, p,9) — @, 0l 0W,,.
Daraus folgt direkt die gewiinschte Ungleichung

|Aut(G)| = |Aut(G')|-|Hom(G',G")| - | Hom(G", G")|.

Nach (b) miissen wir zeigen, dass fiir jede abelsche Gruppe G der Ordnung
n gilt:

(2) | Aut(G)| < | Aut(CL)|] = G=0C,.

Behauptung: Die Aussage (2) gilt, wenn n eine Primpotenz ist.

Beweis: Nach dem Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen ist G isomorph
zu Cpnr X ... X Cpr fiir eine Primzahl p und ganze Zahlenv; > ... > v, > 1. Im
Fall » < 1 ist G zyklisch und wir sind fertig. Andernfalls setzen wir v := ;.
Da wir G durch eine dazu isomorphe Gruppe ersetzen diirfen, konnen wir
annehmen, dass G = Z/p"Z ® G’ ist fiir eine additiv geschriebene Gruppe
G' = Cpra x ... x Cp,. Nach Konstruktion gilt fiir diese dann p”G" = 0 und
G #0.

Erstens ist nun Aut(Z/p"Z) =~ (Z/p"Z)* und folglich

(3) | Awt(Z/p"Z)| = (Z/p'Z)*] = (p—1p" = p"

Zweitens folgt aus p*G’ = 0, dass jedes ¢’ € G’ einen wohldefinierten Homo-
morphismus Z/p*Z — G, k + p’Z — kg’ induziert. Somit gilt

(4) |Hom(Z/p"Z,G")| = |G].
Auf analoge Weise implizieren r > 2 und v» > 1 die Ungleichung

| Hom(Z/p"Z, Z/pZ)| = p.
Durch Komposition mit der Projektion G’ = Cpo % ... X Cpr — Z/p"Z
sowie der Injektion Z/pZ — Z/p"7Z, k + pZ — p*~ 'k + p’Z impliziert dies
drittens die Ungleichung

(4) | Hom(G', Z/p"Z)| = p.



Durch Kombinieren von (3) bis (5) mit (d) folgt nun
[Aut(G)] = p" |G -p = P |G"| = |G|,

Fiir die zyklische Gruppe der Ordnung |G| = n gilt aber Aut(C,,) = (Z/nZ)*
und daher | Aut(C,)| < n = |G|. Also haben wir | Aut(G)| > | Aut(C,,)| im
Fall » > 2 und sind fertig. O]

Behauptung: Die Aussage (2) gilt fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1.

Beweis: Nach dem Struktursatz fiir endliche abelsche Gruppen ist G isomorph
zu einem Produkt von zyklischen Gruppen von Primpotenzordnung. Durch
Zusammenfassen aller Faktoren zu derselben Primzahl erhalten wir eine Zer-
legung G = G x ... x G, mit abelschen Gruppen G; der Ordnung p;” fiir
1; > 0 und paarweise verschiedene Primzahlen py,...,p,. Jedes G, ist dann
die einzige p;-Sylowgruppe von G. Fiir jeden Automorphismus v von G ist
auch v(G;) eine pi-Sylowgruppe von G und folglich gleich G;. Somit induziert
~ einen Automorphismus von G; und ist umgekehrt durch diese bestimmt fiir
alle 7. Zusammen liefert dies einen natiirlichen Isomorphismus

(f1) Aut(G) = Aut(Gy) x ... x Aut(G,).

Im Spezialfall der zyklischen Gruppe der Ordnung n = p{* - - - p#~ haben wir
C, = C’pﬁfl x ... x Cpr und folglich

(fo) Aut(Cp) = Aut(Cp) x ... x Aut(Cppr ).

Fiir jedes ¢ wissen wir nun nach (2) im Primpotenzfall bereits

| Aut(Gy)| = [Aut(Cpm)l,

mit Gleichheit nur im Fall G; = Ce. Zusammen mit (1) und (f2) folgt
daraus

[Aut(G)] = | Aut(Ch)],
mit Gleichheit nur im Fall G =~ C),. Damit ist (2) allgemein bewiesen. O

Aliter: Fiir zusammengesetztes n verwende (d) und Induktion iiber die Anzahl
der Faktoren.

(f) Besprechen Sie Ihre (Teil-)Ergebnisse mit Prof. Pink.

*42. Fiir jede ganze Zahl n > 1 sei ®,, das n-te zyklotomische Polynom. Zeige:
(a) Fiir alle m,n > 1 und jedes a € Z gilt

geT(a™ —1,a" — 1) ~ qeeTlmn) _ 1
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*43.

*44.

(b) Fiir alle n

> gilt |®,(a)| > a— 1.
(c) Fir allen > 2 und a

2und a > 2
> 2 ist ®,,(a) kein Teiler von a™ — a.

Lésung:

(a) Seir := ggT(m,n). Nach Ersetzen von (m,n,a) durch (™, %,a") kénnen wir

ohne Beschrinkung der Allgemeinheit » = 1 annehmen. Dann ist einerseits
Tl —lt+a+...am ' eZund = =1+a+...a" " €Z;alsoist d :=
ggT(a™ —1,a™ — 1) ein Vielfaches von a — 1. Umgekehrt ist nun a” = 1 = a”
modulo (d). Insbesondere ist die Restklasse von a modulo (d) ein Element
der Einheitengruppe (Z/dZ)*, und die Ordnung dieses Gruppenelements ist
sowohl ein Teiler von m als auch von n. Wegen ggT(m,n) = 1 ist diese
Ordnung also gleich 1 und somit a = 1 modulo (d). Daher ist d ein Teiler von

a — 1, und insgesamt folgt daraus d = a — 1.

(b) Nach Definition des zyklotomischen Polynoms ist ®,(a) = [].(a — (), wobei
das Produkt iiber alle primitiven n-ten Einheitswurzeln ¢ geht. Wegen n > 2
gilt fiir jede solche Re(¢) < 1 und damit Re(a — () > a — 1 > 1. Daraus folgt
dann auch |a — (| > a — 1 > 1 und daher |®,(a)] > a — 1.

(c) Nach (a)ist ggT(a"—1,a" '—1) ~ a—1. Wegen ggT(a"—1,a) ~ ggT(—1,a) ~
folgt daraus ggT(a™ — 1,a™ — a) ~ a — 1. Nun ist aber ®,,(a) ein Teiler von
a" — 1, und wegen (b) kein Teiler von a — 1. Also ist ®,,(a) auch kein Teiler
von a” — a.

(Satz von Wedderburn) Zeige: Jeder endliche Schiefkorper R ist kommutativ. Gehe
dafiir wie folgt vor:

(a) Das Zentrum k := {zr € R | Vy € R: xy = ya} ist ein endlicher Korper. Setze
q := |k| und n := dimg(R).

(b) Seien C4, ..., C, die Konjugationsklassen der Gruppe R* = R~ {0} in R\ k.
Fiir jedes i ist dann |C;| = (¢™ —1)/(¢"™ — 1) fiir einen echten Teiler n; von n.

(c) Folgere im Fall n > 1, dass ®,(q) ein Teiler von ¢" — ¢ ist, im Widerspruch
zur obigen Aufgabe 42.
Lésung: Siehe Chapter 6 von [Aigner-Ziegler: Proofs from the Book, Springer 2013]
https://link.springer.com/book/10.1007/978-3-662-57265-8

Sei K ein Korper der Charakteristik 0 und sei X transzendent iiber K. Zeige, dass
K(X*) nK(X?-X) =K ist.

Lésung: Die Erweiterungen K (X)/K(X?) und K(X)/K(X? — X) haben Grad 2
und sind galoissch mit den jeweiligen nichttrivialen Galoisautomorphismen o(X) =
—X und 7(X) = =X + 1. Also ist o7 ein Automorphismus von K (X) iiber K’ :=
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K(X?*) n K(X? —= X) mit o(7(X)) = o(—X + 1) = X + 1. Fiir jede ganze Zahl
n > 0 ist dann (o7)"(X) = X + n. Wegen char(K) = 0 ist dies ungleich X und
daher (o7)" # id. Also ist o7 ein Automorphismus von unendlicher Ordnung und
somit auch Aut(K(X)/K’) unendlich. Wére aber K’ # K, so enthielte K’ ein
transzendentes Element und K (X)/K’ wére eine endliche Erweiterung. In diesem
Fall wére | Aut(K(X)/K")| < [K(X)/K'] < oo; Widerspruch.

*45. Sei F'/K eine (nicht notwendigerweise algebraische) Korpererweiterung mit Zwi-
schenkorpern K, - und K, so dass F' einen algebraischen Abschluss K; von K,
beziehungsweise o von K, enthilt. Zeige oder widerlege:

(a) K1 n Ky ist ein algebraischer Abschluss von K; n K.
**(b) K, K, ist ein algebraischer Abschluss von K K.

Lésung: (a) Die Aussage stimmt im allgemeinen nicht. Fiir ein Gegenbeispiel sei X
transzendent iiber K, und sei F' ein algebraischer Abschluss von K (X). Dann ist
K, := K, := F auch ein algebraischer Abschluss der Unterkérper K := K(X?)
und Ky := K(X?—X). Nach der obigen Aufgabe 44 gilt aber K1 n Ky = K, sofern
K die Charakteristik Null hat. Da F'/K nicht algebraisch ist, ist KinKy=F
dann kein algebraischer Abschluss von K7 n K.

(b) Siehe Shreeram Abhyankar, “On the Compositum of Algebraically Closed Sub-
fields”, http://repository.ias.ac.in/191/1/405.pdf

*46. Sei K ein Korper und L = K(t) der rationale Funktionenkoérper iiber K in einer
Variablen ¢.

(a) Zeige, dass fiir jeden Zwischenkorper K & K’ < L die Erweiterung L/K’
algebraisch und die Erweiterung K’/K transzendent ist.

(b) Sei s = P(t)/Q(t) € L fiir teilerfremde Polynome P(X), Q(X) € K[X] mit
Q # 0. Bestimme den Grad der Korpererweiterung L/K(s) in Termen der
Grade von P und Q.

(c) Zeige, dass die Korperautomorphismen von L, welche auf K die Identitét
sind, genau die Abbildungen der Form

at—I—b)

L=L f@) - f(ct+d
sind fiir alle Matrizen (¢ S) e GLy(K).

Lésung: (a) Nimm ein beliebiges Element s € K’ \ K, und schreibe s = P(t)/Q(t)
fir teilerfremde Polynome P(X), Q(X) € K[X] mit Q # 0. Dann ist t eine
Nullstelle des Polynoms F(X) := P(X) —s-Q(X) € K'[X].
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Wir werden zeigen, dass dieses Polynom nicht identisch verschwindet. Sei dafiir
b € K der hochste nicht-verschwindende Koeffizient von Q(X), und a € K der
Koeffizient derselben Potenz von X in P(X). Wenn F(X) verschwindet, muss
a — sb = 0 sein, also s = a/b € K, im Widerspruch zur Annahme.

Da F(X) nicht verschwindet, ist ¢ algebraisch iiber K'. Wegen s € K (t) gilt nun
L = K(s,t) = K'(t). Nach einem Satz der Vorlesung ist also L /K’ eine algebraische
Erweiterung.

Wire auch K’'/K eine algebraische Erweiterung, so wére nach einem Satz der
Vorlesung ebenso L/K algebraisch. Aber ¢ € L ist nicht algebraisch iiber K. Somit
ist K'/K transzendent, wie zu zeigen war.

Insbesondere ist jedes Element von L ~\ K transzendent iiber K.

(b) Es ist s € K genau dann, wenn P und ) konstant sind, und in diesem Fall ist
[L/K(s)] = [L/K] = .

Sei also s ¢ K und P und @ nicht beide konstant. Die Uberlegung in (a) zeigt dann
genauer, dafl deg(F') = deg(Q) ist, falls deg(Q) = deg(P) ist. In dem Fall deg(Q) <
deg(P) gilt dagegen offensichtlich deg(F) = deg(P). Also ist deg(F') stets das
Maximum der Grade von P und von (). Wir werden zeigen, dass F' irreduzibel in
K(s)[X] ist. Dann ist es bis auf einen Faktor in K (s)* das Minimalpolynom von
t iber K (s), und sein Grad ist gleich dem gesuchten Korpergrad [L/K (s)].

Da s transzendent iiber K ist, kénnen wir es fiir die folgende Uberlegung als
formale Unbestimmte auffassen. Nach Konstruktion liegt F' in K[s, X|, was wir
als Polynomring in zwei unabhingigen Variablen auffassen konnen. Dieser hat
eindeutige Primfaktorzerlegung (siehe Algebra I). Es gentigt daher zu beweisen,
daB F' als Element von K|[s, X] irreduzibel ist. Da F' linear in s ist, kann es in
K|s, X] hochstens einen in s konstanten Faktor abspalten. Da aber P und @ als
teilerfremd vorausgesetzt wurden, ist auch das nicht méglich.

(c) Betrachte zuerst eine beliebige Matrix (¢ S) € GLy(K). Dann ist ¢t + d# 0
und folglich s := % € L wohldefiniert. Wegen ad — bc # 0 sind die Polynome
aX + b und cX + d teilerfremd und mindestens eines hat den Grad 1. Nach Teil
(b) ist daher [K(t)/K(s)] = 1 und somit K(s) = K(t). Insbesondere ist s trans-
zendent iiber K, und somit fiir jede rationale Funktion f € K(X) das Element
f(s) € K(t) wohldefiniert. Also ist K(t) — K(t), f(t) — f(s) ein wohldefinierter
Korperhomomorphismus. Wegen K(s) = K(t) ist dieser surjektiv und folglich
bijektiv. Ausserdem ist er auf allen Konstanten in K die Identitét. Dies zeigt die

eine Richtung der Behauptung.

Fiir die andere Richtung betrachte einen beliebigen Automorphismus ¢ von L mit
¢|g = idg. Schreibe s := ¢(t) = P(t)/Q(t) wie in (b). Die Surjektivitdt von ¢
impliziert L = K(s), also [L/K(s)] = 1, und aus (b) folgt, dass P und @ héchstens
linear sind. Folglich ist s = f;fj:s fiir gewisse a,b,c,d € K. Wegen L = K(s) ist s
auch nicht konstant; daraus folgt ad — bc # 0. Da ¢ ein Kérperhomomorphismus
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mit | = idg ist, folgt nun p(f(t)) = f(s) fiir alle f € K(X). Also hat ¢ die
gesuchte Form.

47, Der Satz von Liiroth besagt: Sei x transzendent iiber K, und sei K & L < K(x)
ein Zwischenkorper. Dann ist L = K (y) fiir ein y € L. Beweise diesen Satz, oder
lies einen Beweis und fasse das Wesentliche daran zusammen.

*48. Sei p eine Primzahl und sei ¢ = p™ fiir eine positive ganze Zahl n.

(a) Zeige: Ein irreduzibles Polynom f € F,[X] teilt X¢— X in [F,[X] genau dann,

wenn sein Grad ein Teiler von n ist.

(b) Sei I, die Menge der normierten, irreduziblen Polynome vom Grad d in F,[X].

(c)
(d)

Beweise die Gleichung

X -x=1[]]+

d|n fEId
Folgere daraus, dass gilt >, d[14| = ¢.
Bestimme die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad 6, 7, 8 in Fo[ X].

Losungsskizze: Sei Fp ein algebraischer Abschluss von F),.

()

(c)
(d)

Die Aussage ist invariant unter Multiplikation von f mit F; also konnen

wir f als normiert annehmen. Dann ist f das Minimalpolynom iiber F, von
einem Element a € F, und es gilt d := deg(f) = [F,(a)/F,]. Nach Satz 6.7.1
(d) der Vorlesung gilt daher Frob,a(a) = a = a.

Ist nun d ein Teiler von n, so folgt a”" = Froby.(a) = (Frob,:)"%(a) = a;
also ist a eine Nullstelle des Polynoms X?" — X und folglich f ein Teiler
dieses Polynoms. Ist umgekehrt f ein Teiler von X?" — X, so liegt a in einem
Zerfallungskorper dieses Polynoms; nach Satz 6.7.1 (e) der Vorlesung also
in einer Erweiterung von F, vom Grad n. Nach der Multiplikativitdt der
Korpergrade ist dann d = [k/F,] ein Teiler von n.

Nach (a) sind die Faktoren auf der rechten Seite genau die normierten irredu-
ziblen Faktoren der linken Seite. Wegen % (X9 — X) = —1 € FX ist die linke
Seite aber separabel und hat deshalb keine mehrfachen irreduziblen Faktoren.
Da sie ausserdem normiert ist, folgt die Gleichheit.

Vergleiche den Grad auf der rechten und linken Seite in (b).

Nach (c) gilt 2° = || + 2|I5| + 3|I3| + 6|I¢|. Die irreduziblen Polynome vom
Grad < 3 kénnen wir schnell abzéhlen und finden |I5| = #=2=21=32 — 9,
Analog gilt 27 = |I;| + 7|I7| und daher |I;| = =2 = 18.

Nach (c) gilt 28 = |I| + 2|I5| + 4|14] + 8|Is| und 2* = |I}] + 2|I3| + 4]14] und
daher 2% — 2% = 8|I3|, also |I5| = 22048 = 30.

14



*49. Fiir welche Werte von k > 1 ist die Kérpererweiterung F7(X)/F7(X*)

(a) separabel?
(b) normal?

(c) galoissch?

Lisung: Mit der Variablen X ist auch Y := X* transzendent iiber F;. Sodann ist
X eine Nullstelle des normierten Polynoms f(T') := T* — Y. Nach dem Eisenstein-
kriterium fiir das Primelement Y ist f(7') aber irreduzibel in F7(Y')[T]. Daher ist
f das Minimalpolynom von X iiber F(Y).

(a) Die Korpererweiterung ist genau dann separabel, wenn f separabel ist. Da f
irreduzibel ist, ist dies dquivalent dazu, dass % = kT* ! nicht verschwindet.
Dies ist genau dann der Fall, wenn £ nicht durch 7 teilbar ist.

(b) Das Polynom f(T') hat genau die Nullstellen (X fiir alle k-ten Einheitswur-

zeln ( in einem algebraischen Abschluss von F7(X). Also ist die Erweiterung
normal genau dann, wenn alle diese ¢ schon in F7(X) liegen. Nun ist aber
jedes solche ( algebraisch iber F7. Nach der obigen Aufgabe 46 (a) ist aber
jedes Element von F;(X) \ F; transzendent iiber F;. Somit brauchen wir
genau, dass alle k-ten Einheitswurzeln in F; liegen.
Schreibe k = £-7" mit 7 1 £. Dann gilt X*—1 = (X*—1)™ iiber F7, also ist jede
k-te Einheitswurzel in L schon eine /-te Einheitswurzel. Dagegen ist X¢ — 1
separabel iiber I, also ist die Gruppe der /-ten Einheitswurzeln in einem
algebraischen Abschluss von F7 zyklisch der Ordnung ¢. Weil F> zyklisch der
Ordnung 6 ist, folgt daraus, dass F; genau dann alle k-ten Einheitswurzeln
enthélt, wenn ¢ ein Teiler von 6 ist.

Insgesamt ist die Korpererweiterung also normal genau fiir
ke {7,2-7"3-7",6-7"|n=0}.

(c¢) Nach (a) und (b) ist die Erweiterung genau dann normal und separabel, wenn
ke {1,2,3,6} ist.

*50. Zeige, dass die Substitutionen ¢ — 1/t und ¢ — 1 — ¢ eine endliche Untergrup-
pe G der Automorphismengruppe des rationalen Funktionenkorpers L := Q(t)
erzeugen. Bestimme den Fixkérper K := LY in der Form K = Q(s) sowie das
Minimalpolynom von ¢ iiber K.

Losung: Die Menge der Substitutionen

1 t
t—,1——-, t

1
t—t, t——-, t—1—-t t—>—r —_ —
t 1—1t t t—1

wird von ¢t +— 1/t und t — 1 — t erzeugt und ist unter Komposition und Inversen-
bildung abgeschlossen, also ist G genau die Menge der von diesen Substitutionen
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*51.

induzierten Automorphismen von L; insbesondere ist |G| = 6. (Man iiberpriift
tiberigens leicht, dass G nicht kommutativ und daher isomorph zu Sy ist.)

Nach Konstruktion ist das Polynom f(X) := [[,.o(X — o(t)) invariant unter G,
also liegen seine Koeflizienten in K. Explizite Rechnung liefert
fX) = X=X =X =(1-))X - )X = (1 - )X - )

= X5 -3X% —sX'4+ (25 +5)X% —sX?-3X +1

mit
0 — 3t +5t° — 3t + 1
5 1= e K.
t2(1 — t)?

Nach der obigen Aufgabe 46 (b) ist [L/Q(s)] das Maximum von Zéhlergrad und
Nennergrad von s, also gleich 6. Nach Satz 7.1.5 der Vorlesung ist andererseits
[L/K] = |G| = 6. Wegen Q(s) < K folgt daraus K = Q(s). Schliesslich ist ¢ eine
Nullstelle des normierten Polynoms f € K[X] vom Grad 6 = [L/K]| = [K(t)/K];
also ist f das Minimalpolynom von ¢ iiber K.

Sei m ungerade, und sei K ein Korper der Charakteristik 0, der alle m-ten Ein-
heitswurzeln enthélt. Sei f ein irreduzibles Polynom der Form

f(X) =X —2aX™+1e K[X].
Zeige:
(a) Jeder Stammkorper L von f tiber K ist bereits ein Zerfallungskorper.

(b) Die Galoisgruppe Gal(L/K) ist isomorph zur Diedergruppe D,,.

(c) Bestimme alle Zwischenkorper von L/K.

Lésung: (a) Seien a eine Nullstelle von f in einem algebraischen Abschluss K von
K und ¢, € K eine primitive m-te Einheitswurzel. Wegen f((: ) = f(a) = 0 ist

A= {Ca|l0<i<m-1} ¢ K(a)

eine Teilmenge der Menge der Nullstellen von f. Wegen f(0) = 1 # 0 ist o # 0,
und weil ¢, eine primitive m-te Einheitswurzel ist, folgt |A| = m. Weiter gilt
fla™) =a™@m —2aa™™ + 1 = a”? f(a) = 0. Also ist auch a~! eine Nullstelle
von f, und daher genauso jedes Element von

A= {¢ o 0<i<m-—1} ¢ K(a).

Diese Menge hat ebenfalls die Kardinalitét |A’| = m. Ausserdem sind die Mengen
A und A’ disjunkt: Denn andernfalls existiert ein 0 < ¢ < m — 1 mit o' = (* a.
Daraus folgt o® = (" und folglich o™ = 1, also ist a eine Nullstelle des Polynoms
X?m — 1. Nach Voraussetzung ist f das Minimalpolynom von « iiber K, also ist f
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dann ein Teiler von X?™ — 1. Aus Gradgriinden muss somit f(X) = X?™ —1 sein,
was aber wegen der konstanten Koeffizienten nicht der Fall ist. Somit sind A und
A’ disjunkt.

Insgesamt folgt nun |A U A’| = 2m; also ist A U A" genau die Nullstellenmenge
von f. Wegen A u A’ ¢ K(«) ist der Stammkorper K («) von f auch schon ein
Zerfallungskorper. Damit ist die Aussage bewiesen.

(b) Die Diedergruppe D,, ist von einer Spiegelung s der Ordnung 2 und einer
Drehung ¢ der Ordnung m erzeugt mit der Relation sts~! = ¢t~ Wir zeigen, dass
I' := Gal(L/K) von zwei Elementen ¢ und 7 mit den entsprechenden Eigenschaften
erzeugt wird. Daraus folgt dann die gewiinschte Isomorphie I' = D,,.

Sei L = K(«) der oben gefundene Zerfallungskorper von f. Als Zerfallungskorper
eines Polynoms ist L/K normal. Wegen char(K) = 0 ist L/K separabel. Folglich
ist L/K galoissch und es gilt

Ul = [L/K] = deg(f) = 2m.

Da f irreduzibel ist, operiert I' transitiv auf der Menge der Nullstellen A U A’.
Wegen L = K(«) ist ausserdem jedes Element von I' bereits durch seine Wirkung
auf o bestimmt. Somit existieren eindeutige 0,7 € I' mit o(a) = a~! und 7(a) =
(ma. Dann ist 0%(a) = a und somit ¢? = id; wegen o(a) # a hat o daher die
Ordnung 2. Weiter gilt 7¢(a) = ¢! « fiir jedes i € Z, und dieses ist gleich « genau
dann, wenn mli ist. Somit ist 7% = id genau dann, wenn mli ist; also hat 7 die
Ordnung m. Ausserdem gilt

ror(a) = ro(a™!) = (Gl ™) = Gila = 0 (@),

woraus 707 = o ! folgt. Damit erzeugen o und 7 eine zu D,, isomorphe Unter-
gruppe {o,7) < I'. Wegen |D,,| = 2m = |I| folgt aus der Inklusion schliesslich die
gewiinschte Gleichheit.

(¢) Jede Untergruppe ungerader Ordnung von T ist enthalten in der zyklischen
Untergruppe (1) der Ordnung m, also gleich {7*) fiir einen Teiler k|m. Wegen

Tk(Oém/k) _ Tk(a)m/k _ (Cﬁz&)m/k _ Cg}am/k _ Oém/k

liegt o in dem zu (7%) gehérenden Zwischenkdrper L. Also gilt K (a™*) <
L Betrachte andererseits das Polynom X™* — ok ¢ K(a™*)[X]. Da a eine
Nullstelle dieses Polynoms ist, hat sein Minimalpolynom iiber K (a™*) den Grad
< m/k, und es folgt

(/K ()] = [K (@) (@) /K (™)) < m/k = [(7*)] = [L/L7].
Wegen K (o) = L folgt daraus

(%) LT = K(a™").
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*52.

Jede Untergruppe gerader Ordnung A < I' enthélt ein Element der Ordnung 2. Da
m ungerade ist, bilden die Elemente der Ordnung 2 von I' genau die Konjugati-
onsklasse der Spiegelung . Nach Konjugation von A betrachten wir daher zuerst
den Fall o € A. Dann ist weiter A n (1) = {(7%) fiir einen Teiler k|m, und folglich
A = (1% o) der Ordnung 2k.

Der zugehorige Fixkorper L® ist dann in dem bereits bekannten Fixkorper LY =
K (a™*) enthalten, und es gilt [L/LA] = [A : (7%)] = 2. Um LA zu bestimmen,
suchen wir also ein Element von K (a™*), das zusitzlich invariant unter o: o
a~! ist und dabei méglichst nichttrivial ist. Dafiir nehmen wir 8, := o™/* +a~™/*.
Dieses Element ist offenbar invariant unter A, also gilt K(8;) = L?. Da o™ eine
Nullstelle des Polynoms X? — 3, X + 1 € K(8)[X] ist, folgt wie oben

[K (™)K (Br)] < 2 = [K(a™*)/L2].

Wegen K () = L folgt daraus K(B;) = L~.

Schliesslich hat jede Untergruppe gerader Ordnung die Form YA fiir ein A = (7%, o)
wie oben und ein v € I'. Wegen o € A gilt " A = 7A; nach etwaigem Ersetzen von
v durch yo kénnen wir also oBdA ~ = 7¢ annehmen fiir ein 0 < 7 < m. Nach Teil
(c) des Hauptsatzes der Galoistheorie ist der entsprechende Fixkorper dann

(xx)  LUD = 79(L2) = 7(K (b)) = K(T'(8k)) = K((Cfna)m/k n (%arm/k).
Mit () und (#x) haben wir alle Zwischenkérper von L/K bestimmt.

In dieser Aufgabe beweisen wir den Fundamentalsatz fiir die Algebra mit Hilfe
von Galoistheorie. Sei K/R eine endliche Korpererweiterung.

(a) Nimm an, K /R sei galoissch. Zeige, dass ein Korperturm K = K,,/.../Ky/R
existiert, sodass [K(/R] ungerade ist und fiir jedes 0 < i < n — 1 die Erwei-
terung K; 1/K; den Grad 2 hat.

(b) Zeige, dass R keine nichttriviale Erweiterung von ungeradem Grad hat.

()

(d)
)

(e) Folgere, dass K entweder R oder C ist.

Zeige, dass jede Erweiterung von R vom Grad 2 isomorph zu C ist.

Zeige, dass C keine Erweiterung vom Grad 2 hat.

Lisung: (a) Set G := Gal(K/R). Write |G| = 2™m with an odd integer m. By
Sylow, there exists a subgroup Gy < G of order |G| = 2". By the Galois corre-
spondence, there is then an intermediate field K such that

[K()/R] = [G : Go] =m = odd.

Next, since Gy is a p-group for p = 2, it is solvable and possesses a chain of
subgroups 1 = G, < G,,_1 < - -- < Gy with successive indices [G; : G;41] = 2. By
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the Galois correspondence, this chain corresponds to a chain of intermediate fields

(b) Suppose that [K/R] is odd. Take any element o € K and let f € R[X] be
its minimal polynomial over R. Then deg(f) = [R(«)/R] divides [K/R] and is
therefore also odd. By the Intermediate Value Theorem f then has a zero € R.
Thus (X — ) divides f in R[X]; but since f is already irreducible over R by
assumption, we must have f(X) = X — 5. Thus a = § € R. This shows that every
element of K already lies in R; hence K = R.

(c) If [K/R] = 2, we have K = R(a) for some element o € K ~\ R. After a linear
substitution we may assume that o € R. The minimal polynomial of o over R
is then X2 — a2. As this is irreducible over R, we must have o? < 0, because
otherwise it would have a real zero. Let 3 be the positive real square root of |a?|.
Then K = R(a) = R(%) with (§)* = % = —1. Thus K = C over R with § e~ i.
(d) If [K/C] = 2, we have K = C(«) for some element o € K ~ C. After a linear
substitution we may assume that o? € C. The minimal polynomial of a over R is

then X?—a?. But every complex number has a square root in C; so this polynomial
is reducible over C; contradiction.

(e) Suppose first that K/R is Galois, and let K = K,,/.../Ky/R be as in (a).
Then Ky = R by (b). If n = 0, it follows that K = R. Otherwise (c) implies that
K, = C, and (d) implies by induction that K; = K; for all 1 < ¢ < n. Thus
K=K, ~C.

For general K let L be a Galois closure of K /R. Then the preceding case shows
that L =~ R or C; hence the same follows for K.

*53. Sei L/K eine endliche Korpererweiterung vom Grad m. Fiir jedes o € L ist die
Spur Trp/k (o) definiert als Spur der K-linearen Abbildung pio: L — L,  — ax.
Zeige:

(a) Ist X" + Zz;(l) apX* das Minimalpolynom von « € L iiber K, so gilt fiir die
Spur Trp g (a) = —"a,_1.
(b) Die Spur induziert eine K-lineare Abbildung Try/x: L — K.

(c) Ist L/K separabel und Homg (L, K) = {01, ...,0,,} fiir einen algebraischen
Abschluss K von K, so gilt Trp k(o) = o1(a) + ... + op().

(d) Ist L/K separabel, so ist die Spurabbildung Trz/x: L — K surjektiv.

(e) Benutze dies, um den zu der Untergruppe {1,2,4} < F> =~ Gal(Q(u7)/Q)
gehorenden Zwischenkorper explizit zu konstruieren.

(*f) Zeige allgemein: Fiir jede Primzahl p und jede Untergruppe H < F) =
Gal(Q(p,)/Q) und jede primitive p-te Einheitswurzel ¢ gilt

Q)™ = @[ Y ¢").

heH
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Beachte: Die Spur einer quadratischen Matrix ist definiert als die Summe ihrer
Diagonaleintrage. Als minus der zweithtchste Koeffizient des charakteristischen
Polynoms ist sie invariant unter Ahnlichkeit. (Vergleiche Lineare Algebra I Wie-
derholungsserie Aufgabe 4.) Fiir jeden Endomorphismus ¢ eines endlich dimen-
sionalen K-Vektorraums mit Basis B ist die Spur der Darstellungsmatrx g[p]s
folglich unabhéngig von B, héngt also nur von ¢ ab, und heisst die Spur von ¢,
englisch trace, geschrieben Tr(y).

Lisungsskizze: (a) Da o den Grad n iiber K hat, ist (1,q,...,a""!) eine Basis
von K («) iiber K. Sei ausserdem (S, ..., Bm/m) eine Basis von L iiber K (). Wie

im Beweis der Multiplikativitat des Korpergrads ist dann
(Bl? aﬁla S 705”71517 627 s 704”71ﬁm/n)

eine Basis von L iiber K. Beziiglich dieser hat die Darstellungsmatrix von p, die
Blockform

B 0 0 0 9
1 : —a1
O e fiir B:=1]0 € Myyn(K)
: 0 0 —an—2
[ 0 B Qe 0 1 —apa

Somit ist Trp/x (o) = 2 Tr(B) = —"a, 1.

(b) Sei VHomg (L, L) die Menge aller K-Vektorraumhomomorphismen L — L.
Dann gilt VHomg (L, L) = Mat,,«,,(K). Die Abbildungen Tr: Mat,,xm(K) — K
und p: L — VHomg (L, L) sind K-linear, also auch ihre Verkniipfung.

(c) Die Bilder von « unter den Einbettungen o4, ..., 0, sind gerade die verschie-
denen Nullstellen ay, ..., a, des Minimalpolynoms von . Sei Homy (K (a),L) =
{T1,...,7n}. Jedes 7; hat genau [L/K(«)] = m/n Fortsetzungen auf L. Das impli-
ziert fiir jedes 1 < j < n, dass [{1 <i < m:o0;(o) = o;}| = m/n ist. Nach dem
Satz von Vieta ist oy + -+ + a;, = —a,_1, und somit ist oy(a) + -+ + op (@) =
Doy 4+ ay) = —ap—1 = Trp/r(a) nach (a).

(d) Wegen (b) geniigt es, zu zeigen, dass Try x ungleich null ist. Wir nehmen
zuerst an, die Erweiterung L/K sei galoissch. Dann sind oy, ..., 0, die Elemente
der Galoisgruppe von L/K und somit linear unabhéngig, also ist Try x ungleich
null. Sei nun M die normale Hiille von L/K. Mit (c) kénnen wir zeigen, dass
Tryx = Trpk o Tryyyp gilt. Da Trpy i # 0 ist, folgt Trp x # 0.

(e) Sei ¢ eine primitive siebte Einheitswurzel. Dann ist ¢ := ¢ + (% + ¢* die Summe
aller Konjugierten von ¢ unter der Untergruppe {1,2,4} und liegt folglich im zu-
gehorigen Fixkérper Q(u7). Da die Untergruppe Index 2 hat, hat dieser Fixkorper
Grad 2 tiber Q. Wenn er also nicht schon von ¢ erzeugt ist, so liegt ¢ schon in Q. In
diesem Fall ist ¢t gleich seinem Konjugierten unter einem der restlichen Elemente
von FX also gleich ¢3 + ¢* + (5. Es gibt viele Wege zu zeigen, dass dies nicht der
Fall ist: elementare Trigonometrie, Analysis, Algebra, Zahlentheorie ... Siehe (f).
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(f) Als Summe aller Konjugierten von ¢ unter H liegt >, ¢" im Fixkérper
Q(up). Genauer ist es nach (c) gleich der Spur von ¢ unter der Kérpererwei-
terung Q(p1,)/Q(pp)". Fiir die Gleichheit Q(p,)” = Q(3,. ¢") bleibt daher nur
noch zu zeigen, dass Y,,_,; ¢" nicht schon in einem kleineren Kérper liegt. Dafiir
geniigt es zu zeigen, dass es verschieden ist von allen seinen Konjugierten unter
Elementen von F ~\ H.

Betrachte also ein n € F . H. Das entsprechende Konjugierte von >, ¢ hist dann
Sner ¢ Wiire es gleich >, 5, Cf, so hétten wir also die Gleichung >, _,; ¢" —
Sep ¢ = 0. Fiir jedes i € [F ¢ sei i sein eindeutiger Reprisentant in {1,...,p—1},
und betrachte das Polynom

P(X) == Y X" -3 X" e Z[X].

heH heH

Dann ist ¢ eine Nullstelle von P. Andererseits ist ( eine Nullstelle des p-ten Kreis-
teilungspolynoms

d,(X) == XP M+ ..+ X +1 e Z[X]

Letzteres ist irreduzibel und muss folglich P teilen. Aber P hat Grad < p—1 =
deg(®,) und ist zusétzlich durch X teilbar. Folglich muss P = 0 sein. Aber da H
und Hn nichtleer und disjunkt sind, ist P # 0, Widerspruch.

*54. Als Vorbereitung zeige:

(a) Sei H eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G, so dass jede Konjugati-
onsklasse von GG ein Element von H enthélt. Dann ist H = G.
(Hinweis: Zdhle die Elemente von | J ., gHg™".)

(b) Jede Untergruppe von S, welche den Stabilisator einer Ziffer enthilt, ist
gleich diesem Stabilisator oder gleich S,,.

(c) Fiir je zwei natiirliche Zahlen d > 0 und k > 0 existiert ein IV, so dass fiir jede
Primzahl p > N mindestens k verschiedene normierte irreduzible Polynome
vom Grad d in F,[X] existieren.

Sodann zeige fiir jede natiirliche Zahl n > 1:

(d) Es gibt ein separables Polynom vom Grad n iiber Q mit Galoisgruppe S,,.

(e) Es gibt eine Erweiterung vom Grad n von Q, die keine echten Zwischenkorper
besitzt.

Lésung:

(a) Nach Voraussetzung ist (J,cq 9 g~! = G. Dabei hingt die Untergruppe
gH g~! nur von der Nebenklasse gH ab. Fiir Reprisentanten g1, . .., ¢, dieser

21



Nebenklassen gilt also | ;" , ¢:Hg; ! = @. Nun enthalten aber alle g; Hg; * das
Einselement von G; somit enthélt die linke Seite hochstens 1+ n - (|H| — 1)
Elemente. Wegen n = [G : H] gilt also 1 + [G : H] - (|H| — 1) > |G|. Mit
[G: H]-|H| = |G| folgt daraus 1 > [G : H] und damit H = G.

Sei H < S, eine Untergruppe, die den Stabilisator Stabg, (k) einer Ziffer k
enthélt. Falls H nicht gleich diesem Stabilisator ist, so existiert ein Element
o € H ~ Stabg, (k), das heisst, mit o(k) # k. Sei nun g € S,, beliebig. Im
Fall g(k) = k gilt dann g € Stabg, (k) < H. Im Fall g(k) = o(k) liegt 0 1g
in Stabg, (k) < H und daher auch g = o(07'g) in H. Andernfalls ist 7 :=
(g9(k) o(k)) eine Transposition in Stabg, (k) < H und 0~'rg € Stabg, (k) < H
und daher auch g = 77'0(07!7g) in H. In allen Fillen gilt daher g € H und
somit H = §,,.

Sei p eine beliebige Primzahl. Fiir jede ganze Zahl d > 1 sei I; die Menge der
normierten irreduziblen Polynome vom Grad d in F,[X]. Nach der obigen
Aufgabe 48 (c) gilt dann >3, e[lc| = p?. Insbesondere gilt d|I;| < p?; also
auch e|l.| < p° fiir alle e = 1, und es folgt d|1,;| > pd—de’ oeq D¢ Fiir festes
d ist diese rechte Seite ein normiertes Polynom in p. Fiir jede reelle Konstante
k existiert daher eine Zahl N, so dass die rechte Seite > dk ist fiir alle p > N.
Fiir jede solche Primzahl p ist dann |I;| > k, wie gewiinscht.

Seien oy, ...,0,, Reprisentanten aller Konjugationsklassen von .S,,. Wéahle
eine Zahl N fiir welche die Aussage (c) fur alle d, k < n gilt, sowie Primzahlen
N < pp < ... < pp. Fir jedes 1 < ¢ < m wihle ein normiertes Polynom

fi € Fp, [ X] wie folgt:

Sei 2;21 kqsd = n die zu o; gehorende Partition von n. Fiir jedes d mit k; > 0
gilt dann d, k; < n, und nach (c) existieren somit k, paarweise verschiedene
normierte irreduzible Polynome in F, [X]. Das Produkt aller dieser fiir alle
d ist ein separables normiertes Polynom f; € F,, [X] vom Grad n, fir das die
Grade der irreduziblen Faktoren genau der Partition von o; entsprechen.

Schreibe nun jedes dieser Polynome in der Form f; = X" + Z;.:()l a;; X7 mit
a;j € Fp,,. Da die Primzahlen py,...,p, paarweise verschieden sind, existiert

nach dem Chinesischen Restsatz fiir jedes j eine ganze Zahl a; mit der Rest-
klasse a; + p;Z = a;j fiir alle i. Dann ist f := X" + Z}:& a; X7 ein normiertes
Polynom vom Grad n in Z[X] mit f mod (p;) = f; fur alle s.

Da jedes f; separabel ist, ist dann auch f separabel. Sei [' < S,, seine Galois-
gruppe iiber Q fiir irgendeine Numerierung der Nullstellen von f. Nach Satz
7.9.4 der Vorlesung enthélt dann I' fiir jedes ¢ eine Permutation mit dersel-
ben zugehérigen Partition wie fiir ;. Diese Permutation ist also konjugiert
zuo;. Da oy, ..., 0, Reprisentanten aller Konjugationsklassen von .S,, waren,
erfiillt also I' < S,, die Voraussetzung in (a) und es folgt I' = S,,.

Sei L/Q ein Zerfallungskorper des Polynoms f aus (d); dann ist L/Q ga-
loissch mit Gal(L/Q) = S,,. Sei K ein Zwischenkorper, der dem Stabilisator
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einer Ziffer entspricht. (Das ist ein Stammkorper von f iiber Q.) Jeder Zwi-
schenkérper K’ von K /Q entspricht dann einer Untergruppe von S, die
diesen Stabilisator enthélt. Nach (b) ist diese Untergruppe gleich dem Stabi-
lisator oder gleich S,,, und nach der Galoiskorrespondenz ist folglich K’ = K
oder K’ = Q. Damit ist K/Q eine Erweiterung vom Grad n, die keine echten
Zwischenkdrper besitzt.

*55. Sei K ein Korper der Charakteristik # 2 mit festgewihlten Elementen a und t.
Definiere die Iterierten des Polynoms f(X) := X% + a € K[X] durch fo(X) := X
und f,1(X) := fu(f(X)) fiir alle n > 0. Ziel dieser Aufgabe ist, etwas iiber die
Galoisgruppe des Polynoms F,(X) := f,(X) — ¢ herauszufinden.

Dazu schreiben wir einen Zerfallungskérper von F,, iiber K in der Form K, =
K(tpa, ... tpon) mit F,(X) = (X —tp1) - (X —tp00), wobei wir die Nullstellen
so numerieren, dass f(tn2i 1) = f(tn2i) = tn_1; ist fiir alle 1 <4 <2771,

Die einzige Nullstelle der Ableitung f'(X) = 2X ist der kritische Punkt 0 von f.
Die Menge A := {f,,(0) | n > 1} heisst die postkritische Bahn von f. Zeige:

(a) Die Menge A ist genau dann unendlich, wenn die Elemente f,(0) fiir alle
n > 1 paarweise verschieden sind.

(b) Ist t ¢ A, so ist das Polynom F,,(X) separabel fiir jedes n = 0.

(c) Die Bedingung ¢ ¢ A gilt insbesondere dann, wenn eines der Elemente a oder
t in einem Unterkorper k < K liegt und das andere transzendent iiber k ist.

Im folgenden setzen wir stets t ¢ A voraus. Zeige:

(d) Mit der gewéhlten Numerierung der Nullstellen von F,, wird G,, := Gal(K,,/K)
eine Untergruppe der Gruppe P, < Sy aus der obigen Aufgabe 38.

. . . 2n71 .
Fiir jedes n > 1 sei nun p,, := [ [, tn2i—1. Zeige:

(e) Die Untergruppe G, N |[P,, P,] entspricht dem Zwischenkérper K (py, ..., pn).
(f) Es gilt G,, = P, genau dann, wenn [K(p1,...,p,)/K] = 2" ist.
(g) Fiir jedes n > 1 gilt p? = r,, mit

[ t=fi(0) fallsn =1,
o= fu(0) =t fallsn > 2.

(h) Sei nun K = k(t) mit a € k und t transzendent iiber k, und sei A unendlich.
Folgere G,, = P, fiir alle n > 0.
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Bemerkung: Im allgemeinen ist es nicht einfach zu entscheiden, wann G,, = P, ist.

Losung: Zunéchst bemerken wir, dass die Nullstellen auf die beschriebene Weise
n—1
numeriert werden konnen, weil jede Faktorisierung F,,_1(X) = H?Zl (X —tn_14)

die Faktorisierung

2n71 2n71

() Fu(X) = Fua(f(X)) = [[(XP+a—turs) = [[(X—~tnaio1)(X —tnz)

i=1 i=1
ermoglicht mit f(t,2i-1) = f(tn2) = tn_1; fiir alle 1 <7 <2771

(a) Sind die f,(0) paarweise verschieden fiir alle n > 1, so ist A unendlich. Sei
umgekehrt f,(0) = f,,(0) fir gewisse n > m > 1. Aus der Konstruktion

der Iterierten folgt dann f,,,(0) = f.(f.(0)) = f-(fin(0)) = frim(0) fur alle
r = 0. Damit ist A = {f1(0),..., f,—1(0)} eine endliche Menge.

(b) Offenbar ist Fy(X) = X —t separabel. Ist F,_1(X) separabel fiir ein n > 1, so
sind seine Nullstellen ¢,,_;, paarweise verschieden. Nach Konstruktion sind
dann auch die Werte f(t,2-1) = f(tn2;) paarweise verschieden fiir alle i.
Somit sind die Nullstellen von F, (X) paarweise verschieden, ausser dass
tn2i—1 = tn2; sein kann fiir gewisse i. Wegen der Formel fir f(X), und da
—1 # 1ist in K, tritt dies aber nur im Fall ¢, 5,1 = ¢, 2, = 0 auf. Dann ist
aber 0 = F,(0) = f,(0) —t und somit ¢t = f,,(0) € A, im Widerspruch zur
Annahme. Durch Induktion folgt daher, dass jedes F,,(X) separabel ist.

(c) Liegt a in einem Unterkérper k& < K, so liegt jedes Element f,(0) von A
ebenfalls in k. Ist daher ¢ transzendent iiber k, so folgt direkt ¢t ¢ A.

Sei andererseits a transzendent tiber einem Unterkorper £ < K. Dann kénnen
wir in k[a] rechnen wie in einem Polynomring iiber £ und finden f;(0) = a
und f5(0) = a® + a und durch Induktion, dass f,(0) fiir jedes n > 1 ein
normiertes Polynom vom Grad 2"~! in k[a] ist. Insbesondere ist f,(0) dann
ebenfalls transzendent iiber k. Ist daher ¢ schon in k, so folgt ebenfalls t ¢ A.

(d) Nach Voraussetzung und (b) ist F,,(X) separabel. Die Numerierung der Null-
stellen liefert damit eine eindeutige Einbettung G,, := Gal(K,/K) — S
geméss der Formel 7(t,;) = t,,; fiir alle 1 < i < 2" Wir identifizieren G,
mit seinem Bild. Offenbar gilt dann Gy = {1} = Sao.

Sei nun n > 1 mit G,,_; < P,_;. Die Konstruktion liefert eine Einbettung
K, 1 — K, und somit einen surjektiven Homomorphismus =, : G,, - G,,_1.

Jedes Element 7 € G,, operiert damit auf den Nullstellen ¢, _11,...,%,_1 90
von F,_1(X) durch ein Element ¢ € G,,_;. Die gewdhlte Numerierung der
Nullstellen impliziert dann, dass die Permutation p := 7 - j(o)™' € S, je-

des Paar {2¢—1,2:¢} invariant lasst und daher in der Untergruppe @, liegt.
Ausserdem ist schon ¢ € P, _; nach Induktionsvoraussetzung. Insgesamt folgt
daraus 7 = p - j(0) € Q, - j(Py—1) = P, und damit G,, < P,.
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(e)

(f)

Fiir jedes Element 7 = p - j(o) € P, mit p € @, und o € P, ; und jedes
1<i<2m ! gilt

25(i) — 1 falls p(20(i) — 1) = 20(i) — 1,

T(2i 1) = { 20 (1) falls p(20(i) — 1) = 20 (1).

Im Fall 7 € GG,, bedeutet dies

tn’Qg(i),l falls p(22 — 1) =21 — 1,

T tn i— = tnT i— = ] .
(tn.2i-1) ,7(2i—1) { tn2o(i) = —tn2e()—1 falls p(2i — 1) = 2i.

Fiir das Element p,, := H?:l tnoi—1 folgt daraus 7(p,) = sgn(p) - p,. Nach

der Definition von x,, bedeutet dies 7(p,) = Xnn(7T) - pp. Die induktive
Konstruktion von x,, , impliziert dann

7(pm) = Xn,m(T)'pm

fir alle n = m > 1. Nach der Definition von Xn ist also

Kern(x,|Gn) = {T edG, ‘ T(pm) = pm fiir alle 1 < m < n}
= Gal<Kn/K<p17 R ,pn))-

Nach Aufgabe 38 (e) ist aber Kern(x,|G.) = G, n [P, P,]. In der Ga-
loiskorrespondenz entspricht diese Untergruppe daher dem Zwischenkorper

K(plv"'7pn)-

Nach Aufgabe 38 (f) gilt G,, = P, genau dann, wenn die Einschrinkung
Xn|Gn: Gn — {£1}" surjektiv ist. Nach der Rechnung in (e) beschreibt die-
se Binschrinkung aber genau die Operation von G, = Gal(K,/K) auf den
Elementen py, ..., p,. Somit ist ihr Bild x,,(G,,) natiirlich isomorph zu der Ga-
loisgruppe Gal(K (p1, ..., pn)/K). Ihre Ordnung ist daher gleich dem Korper-
grad [K(p1,...,pn)/K]. Somit ist x,,|Gpn: Gy, — {£1}" genau dann surjektiv,
wenn [K (py,...,pn)/K] = 2" ist.

Fiir allen > 1 und 1 <@ < 2"! gilt nach Konstruktion ¢, 9; = —t,2;_1. Die
Definition von p,, impliziert daher

on—1 on—1
n—1
Py = H ti,Qi—l = (-1)*" - (0= tn2i-1)(0 = tn2i)
=1 i=1

Mit (*) folgt daraus
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(h) Da A unendlich ist, sind die Elemente f,(0) paarweise verschieden fiir alle
n = 1. Wegen a € k liegen alle diese schon in k. Da ¢ transzendent iiber £ ist,
koénnen wir in k[t] rechnen wie in einem Polynomring iiber k£ und schliessen,
dass 1 = t — f1(0) und r, = f,(0) —t fiir alle n > 2 paarweise indqui-
valente irreduzible Elemente von k[t] sind. Wegen K = k(t) erzeugen die
Elemente 71, . .., 7, daher eine Untergruppe der Ordnung 2" von K> /(K*)?.
Nach (g) und Aufgabe 35 der Wiederholungsserie Algebra II folgt daraus
[K(p1,-..,pn)/K] =2" Nach (f) folgt daraus schliesslich G,, = P,.
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