
D-MATH Algebra II FS 2023
Prof. Richard Pink

Wiederholungsserie

1. Gibt es einen Integritätsbereich mit 15 Elementen?

2. Sei K ein Körper. Berechne die Elementarteiler des KrXs-Moduls

M :“ KrXs{ppX ` 1q2q ‘KrXs{
`

pX ´ 1qpX2
` 1q

˘

‘KrXs{
`

pX ` 1qpX2
´ 1q

˘

.

3. Eine Untergruppe H ă G, welche unter allen Automorphismen von G in sich
übergeht, heisst eine charakteristische Untergruppe von G. (Vergleiche Aufgabe 1
von Serie 17.)

(a) Zeige, dass jede charakteristische Untergruppe normal ist.

(b) Zeige, dass das Zentrum jeder Gruppe eine charakteristische Untergruppe ist.

(c) Bestimme für jedes n die charakteristischen Untergruppen von Sn.

4. Bestimme für jede Primzahl p die Ordnung der Automorphismengruppe der Grup-
pe pZ{p2Zq‘ pZ{pZq.

5. Betrachte Gruppen G und H. Beweise oder widerlege:

(a) Besitzt sowohl G als auch H eine Kompositionsreihe, so auch GˆH.

(b) Besitzt G eine Kompositionsreihe, so auch jede Faktorgruppe von G.

(c) Besitzt G eine Kompositionsreihe, so auch jede Untergruppe von G.

6. Eine Gruppe G mit der Eigenschaft rG,Gs “ G heisst perfekt. Zeige für alle NŸG:

(a) Ist G perfekt, so auch G{N .

(b) Sind N und G{N perfekt, so auch G.

(c) Jede endliche Gruppe ist in einer perfekten Gruppe enthalten.

7. Beweise oder widerlege:

(a) Jede Gruppe der Ordnung 35 ist abelsch.

(b) Jede Gruppe der Ordnung 55 ist abelsch.

(c) Es existiert eine einfache Gruppe der Ordnung 1365.

8. Sei G eine Gruppe und P eine p-Sylowuntergruppe von G. Zeige für beliebige
Untergruppen H von G:

NormGpP q ă H ùñ H “ NormGpHq.
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9. Sei G eine nilpotente endliche Gruppe. Zeige:

(a) Jede echte Untergruppe H š G ist echt in ihrem Normalisator NormGpHq
enthalten.

(b) Jede Sylowuntergruppe von G ist normal in G.

(c) Die Gruppe G ist das innere direkte Produkt ihrer Sylowuntergruppen.

10. Sei n ě 3 ungerade. Finde alle Isomorphieklassen von Gruppen G mit den Eigen-
schaften

(a) |G| “ 2n und

(b) G enthält eine zyklische Untergruppe H der Ordnung n.

Hinweis: Zeige, dass G ein semidirektes Produkt von H mit einer Untergruppe C
der Ordnung 2 ist. Beschreibe die möglichen Homomorphismen C Ñ AutpHq und
zeige, dass die entsprechenden semidirekten Produkte nicht isomorph sind.

11. Sei p eine Primzahl. Gibt es eine nicht-abelsche Gruppe der Ordnung p4 ...

(a) mit einem Element der Ordnung p4?

(b) mit einem Element der Ordnung p3, aber ohne ein Element der Ordnung p4?

(c) mit einem Element der Ordnung p2, aber ohne ein Element der Ordnung p3?

(d) ohne ein Element der Ordnung p2?

12. Gibt es eine nicht-abelsche endliche Gruppe der Ordnung 15, 25, 35, 45, 55, 65,
75, 85, beziehungsweise 95?

13. Der Satz von Wilson besagt, dass für jede Primzahl p gilt pp´ 1q! ” ´1 mod ppq.
Beweise dies vermittels einer Rechnung in Fˆp .

14. Zeige: Für jede Primpotenz pn ě 3 ist

pZ{pnZqˆ –

"

Zp´1 ˆ Zpn´1 im Fall p ą 2,

Zp ˆ Zpn´2 im Fall p “ 2 und n ě 2.

15. Zeige: Für endliche Körper k und ` existiert ein Homomorphismus k Ñ ` genau
dann, wenn |`| eine Potenz von |k| ist.

16. Zeige: Jede Körpererweiterung von Q vom Transzendenzgrad ď |R| ist isomorph
zu einem Unterkörper von C.

17. Finde alle Körperhomomorphismen K :“ Qp 4
?

2, e
πi
4 q Ñ C. Ist K{Q normal?

18. Wann ist eine Körpererweiterung vom Grad 2 inseparabel?
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19. Sei H die Gruppe aller Automorphismen von CpXq der Form fpXq ÞÑ fpX ` aq
für alle a P C. Bestimme den Fixkörper CpXqH .

20. Finde ein primitives Element eines Zerfällungskörpers des Polynoms X3´7 über Q.

21. Beschreibe, wie man ein primitives Element eines Zerfällungskörpers eines belie-
bigen Polynoms f vom Grad 3 über K findet.

22. Zeige: Eine algebraische Körpererweiterung L{K ist dann und nur dann galoissch,
wenn der Fixkörper von L unter der Gruppe AutKpLq gleich K ist.

23. Zeige: Sind L{K und L1{K endliche Galoiserweiterungen von teilerfremdem Grad,
so ist LL1{K endlich galoissch mit einem natürlichen Isomorphismus

GalpLL1{Kq – GalpL{Kq ˆGalpL1{Kq.

24. Zeige oder widerlege: Es existiert eine Körpererweiterung mit genau 501000 echten
Zwischenkörpern.

25. Bestimme die Galoisgruppen der folgenden Polynome über Q:

(a) X3 ´ 2X ` 1,

(b) X3 `X ` 1,

(c) X3 ´ 6X ` 1,

(d) X3 ´ 12X ` 8.

26. Sei L ein Zerfällungskörper des Polynoms X6 ´ 5 über Q. Bestimme alle Zwi-
schenkörper von L{Q mitsamt Inklusionen sowie, falls sie galoissch über Q sind,
deren Galoisgruppen über Q.

27. Finde für jede Primzahl p ein irreduzibles Polynom f P QrXs vom Grad p mit der
Galoisgruppe Sp.

28. Beweise oder widerlege: Für jede endliche Gruppe G existiert ein Körper K und
eine Galoiserweiterung L{K mit Galoisgruppe GalpL{Kq – G.

29. Sei R ein Ring, und seien f, g P RrXs normierte Polynome. Zeige:

Discfg “ Discf ¨Discg ¨Res2f,g .

30. Zeige: Für beliebige positive ganze Zahlen q1, . . . , qn gilt

L :“ Q
`?

q1, . . . ,
?
qn
˘

“ Q
`?

q1 ` . . .`
?
qn
˘

.

31. Sei f P QrXs ein irreduzibles Polynom, das in C sowohl reelle als auch nicht-reelle
Nullstellen hat. Zeige, dass die Galoisgruppe von f über Q nicht abelsch ist.
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32. Sei ζ P C eine primitive n-te Einheitswurzel. Für welche ganzen Zahlen k ist ζ`ζk

ein primitives Element der Erweiterung Qpζq{Q?

33. Beweise oder widerlege: Für jede ganze Zahl n ě 1 existiert eine zyklische Erwei-
terung K{Q vom Grad n.

34. Betrachte eine Körpererweiterung der Form Kpaq{K mit an P K für ein n ě 1.
Beweise oder widerlege: Alle Zwischenkörper haben die Form Kpamq für natürliche
Zahlen m ě 1.

35. Sei L “ Kpa1, . . . , arq{K eine Erweiterung von Körpern der Charakteristik ‰ 2
mit der Eigenschaft bi :“ a2i P K

ˆ für alle i. Sei pKˆq2 :“ tx2 | x P Kˆu und
betrachte die von den Restklassen aller bi erzeugte Untergruppe B Ă Kˆ{pKˆq2.
Zeige:

(a) L{K ist galoissch.

(b) Es gibt eine wohldefinierte Abbildung

ϕ : GalpL{Kq ˆB ÝÑ µ2 “ t˘1u, pγ, rbsq ÞÑ ϕpγ, rbsq

mit der Eigenschaft ϕpγ, rbsq :“ γpaq{a für alle a P Lˆ mit rbs “ ra2s.

(c) Die Abbildung ϕ ist linear in der ersten Variablen.

(d) Die Abbildung ϕ ist linear in der zweiten Variablen.

(e) Für jedes γ P GalpL{Kqr tidu existiert ein rbs P B mit ϕpγ, rbsq ‰ 1.
(Man nennt ein solches ϕ links nicht-ausgeartet.)

(f) Für jedes rbs P B r tr1su existiert ein γ P GalpL{Kq mit ϕpγ, rbsq ‰ 1.
(Man nennt ein solches ϕ rechts nicht-ausgeartet.)

(g) Es existiert ein natürlicher Isomorphismus GalpL{Kq – HompB, µ2q.

36. Bestimme die Galoisgruppe des Polynoms X4 ` 18X2 ´ 72X ` 81 über Q.

Sternaufgaben folgen auf einem separaten Blatt.
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