Erinnerung: Sei R ein Hauptidealring.

4.10.2 Satz: Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M existieren Zahlen r, k > 0und Elemente ey, ..., e; €
R~ ({0} UR*) mit ej]es|...|ex, so dass gilt -

4.10.3 Definition: Elemente my,...,my, von M heissen linear unabhdngig, wenn fiir alle aq,...,a, € R

gilb aymy +...+amy=0=a;=... =a, = 0.

4.10.4 Zusatz: (a) Die Zah@ ist die maximale Anzahl linear unabhéngiger Elemente von M. Insbesondere

ist sie eindeutig bestimmt. Sie heisst der ,freie Rang®“ von M.

(b) Die Zahl r + k ist die minimale Anzahl von Erzeugenden von M. Insbesondere is@wig

bestimmt.
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(c) Die Elementecey, ..., ep sind bis auf Assoziiertheit durch M eindeutig bestimmt. Sie heissen die

Elementarteiler von M.
. N N 2 \._..,(LQ\ ' .
Rz‘"‘"” CﬂLJ_ S'\b"""" lAﬂ”/’ LMI € 2/( :ﬂgx\/-;x_rs /MIU-»:QQ& O/
F 5 5

(=, _
= €y euhy LK (%ug/%wé) wit Q. =0 St o= _:g S he b SO
= QU l,::l,“r Lo, w00 o )&r I
G W @) = guek” | Z%&%m=0




N, A4 &, n = 7\4’\.‘(@& 00, @

EE"'.e/l/'-)et-&"‘."" ‘r ? SMHU"' (Z
= O, weal)  ~r (850, (e 0) hpabis b 00 E2se i L, [/

(L) D w ret ook ene
Wite pek F,M,_{- ple &--QQLL.
= D4 2 (Zhe) ® @W@//F (2/e)

— F=R/Np) Wi

iy
- = “he L
(=t ,ﬂmén/n

Wf\% ,@A—MCF&MWM_ /

(e) wegbar pk




4.10.5 Satz: Fiir jeden endlich erzeugten R-Modul M existieren Zahlen r, ¢
und Exponenten v; > 1, so dass gilt
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4.10.6 Zusatz: Fiir jedes Primelement p € R und jedes v = 0 gilt
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Insbesondere sind die Zahlen r und ¢, sowie die Paare (p;, ;) bis auf Vertauschung und As_s_o’ziii___‘dleitdeg
p;, durch M eindeutig bestimmt.
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4.11 Abelsche Gruppen

=7
Erinnerung: Jede additiv geschriebene abelsche Gruppe G ist ein Z-Modul mit der Multiplikation

ZxG—G, (n,g)—n-g.

4.11.1 Klassifikationssatz: Fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G existieren eindeutige ganze
Zahlen r, k> 0 und 1 #eq|...|ex # 0, so dass gilt
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4.11.2 Klassifikationssatz: Fiir jede endlich erzeugte abelsche Gruppe G existieren r, ¢ > 0 und Prim-

zahlen p; sowie Exponenten v; > 1, so dass gilt
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Dabei sind r und ¢, sowie die Paare (p;, ;) bis auf Vertauschung, eindeutig bestimmt.

4.11.3 Bemerkung: Die Zahl r heisst der ,freie Rang* von G. (Vergleiche §1.14.)




4.11.4 Proposition: Es gilt » = 0 genau dann, wenn G endlich ist. In diesem Fall gilt

exp(G) = kgV(p!,...,p)").
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4.11.5 Beispiel: Es gibt genau zwei Isomorphieklassen von endlichen Z-Moduln der Kardinalitdt 28 =
22 .7, namlich die von

— 7./287. =~ ZJTZBZ/AZ,
Z/22B7Z/147 ~ 7)TZBZ/22.B7/27.
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4.12 Jordansche Normalform

=[]
4.12.1 Konstruktion: Sei K ein Korper. Jeder K-Vektorraum V' mit einem Endomorphismus ¢ €
Endg (V') wird durch (€,v) — a?(?j(u)

KX]xV =V, (Y ai’)_(i,v) = > aipt(v)

zu einem K[X]-Modul. Umgekehrt konnen wir jeden K[X]-Modul als einen K-Vektorraum mit dem zu-
sitzlichen Endomorphismus m — Xm ansehen. Die Theorie der K[X]-Moduln ist deshalb dquivalent zu
der Theorie der Paare (V, p).
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4.12.2 Proposition: Sei M = K[X]/(f) fiur ein normiertes Polynom f € K[X]. Dann ist dimg (M) =
deg(f), und der obige Endomorphismus ¢ € Endg (M) hat das charakteristische Polynom f und das

. . S — M
Minimalpolynom f.
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4.12.3 Satz: Fiir jeden K[X]-Modul V' mit dimg (V) < oo existieren £ > 0 und normierte irreduzible
Polynome p; € K|X| sowie Exponenten v; > 1, so dass gilt _
ynome p; € K[X] p g ey
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Dabei sind k, und die Paare (p;, v;) bis auf Vertauschung, eindeutig bestimmt. "~

4.12.4 Zusatz: Fir ¢ € Endg (V) wie oben gilt:
(a) Das charakteristische Polynom von ¢ ist gleich p* - - - pi*.

(b) Das Minimalpolynom von ¢ ist gleich kgV(p}*, ..., p/*).

(c) Der Hauptraum von ¢ zum normierten irreduziblen Polynom p entspricht den Summanden in der

g

obigen Zerlegung mit p; = p. /§
(d) Jordansche Normalform. e (@ J= Yo ( FU (@ ))
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